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242. Considérons deux variables w, z, liées entre elles par 
une relation telle que w soit une fonction uniforme de z, comme 
cela a lieu, par exemple, pour la relation 



w = ;z*. 



La fonction w prendra la même valeur pour z = + c et pour 
z = — c. Si donc on fait décrire par le point z une courbe 
allant du point -h c au point — c, le point qui représente w 
(Sur le même plan ou, mieux, sur un plan différent) décrira 
une courbe fermée, partant du point c* et revenant au même 
point. 

Si l'on imagine que la courbe tracée par z soit symétrique 
par rapport à Forigine, alors, pendant que z ira de — c en 4- c 
en passant par 0, w ira de c* en 0, et reviendra de en c*par 
le même chemin. On voit donc, en considérant la corrélation 
qui existe entre les points du plan des z et ceux du plan des w, 

qu'à chacun de ceux-ci correspondent deux points z, placés 

u 
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symétriquement par rapport à l'origine. Si donc on considère z 
comme une fonction de w^ représentée par la notation 

cette fonction aura, pour chaque valeur de w^ deux détermi- 
nations; en d'autres termes, % sera une fonction biforme de w. 
Cependant la valeur de z, correspondante à une valeur don- 
née de w, serait déterminée complètement et sans ambiguïté, 
si l'on ajoutait à la connaissance de la valeur de w l'indication 
de celui des deux côtés de l'axe des x, où doit se trouver située 
la valeur de z. 

243. Supposons maintenant que z décrive dans son plan une 
parallèle à l'axe des x, 

y = h. 
Alors on aura 

w = u -hiv = 0?' — h^ ■+- iihx , 
d'où 

u = x* — h*^ v = ihXy 

et par suite, en éliminant x, 

(1) î?*=:4A*(tH- A') . 

Donc w décrira une parabole ayant pour sommet le point 
( — A^,0), et pour axe l'axe des x. 

Comme à chaque valeur de w correspond au moins une 
valeur de z, il s'ensuit de là que, si l'on donne à z toutes les 
valeurs possibles, w recevra aussi toutes les valeurs possibles, 
et que l'ensemble des valeurs de w couvrira le plan des w tout 
entier. Or c'est ce qui a lieu lorsqu'on fait mouvoir z tout le 
long de la droite y = h^ et que l'on donne ensuite à h tout^ 
les valeurs depuis — oo jusqu'à -f-oo. Donc les paraboles 
représentées par l'équation (4) couvrent le plan des w tout 
entier, comme on pourrait le vérifier en remarquant que l'équa- 
tion (4), résolue par rapport à A, admet toujours des racines 
réelles. 

244. Imaginons que le plan des z soit une sorte de tissu, 
résultant de la juxtaposition de toutes les droites y = h, consi- 
dérées comme des fils rigides. On pourra considérer le plan 



DES QUANTITÉS COMPLEXES. 211 

des w comme un tissu dont les fils constituants seront les 
diverses paraboles représentées par Téquation (1). 

L'équation d'une de ces paraboles ne changeant pas lorsqu'on 
y remplace +h par — A, on voit qu'à chaque fil parabolique 
du plan des w correspondent deux fils rectilignes du plan des 2, 
et que, si z décrit successivement tous les fils qui répondent 
aux diverses valeurs de h depuis — oc jusqu'à +00, chaque 
parabole du plan des w sera décrite deu^ fois par la variable iv. 

Maintenant, au lieu de confondre ensemble les deux para- 
boles correspondantes aux droites y = -|- /i et y = — h de la 
région supérieure et de la région inférieure du plan des c, 
supposons que nous les placions simplement Tune au-dessus 
de l'autre, en les laissant distinctes. Le plan des w tout entier 
sera décrit une première fois lorsque h variera de à + oc ; 
il sera décrit une seconde fois lorsque h variera de à — oc . 
Ce plan sera donc ainsi formé de deux couches superposées, et 
suivant que Ton prendra w sur l'une ou sur l'autre de ces deux 
couches, on saura par là même si la valeur correspondante 
de % est située au-dessus ou au-dessous de l'axe des x. L'indi- 
cation de celle des deux couches à laquelle appartient un 
point w dont on donne les coordonnées w, v, équivaut ainsi à 
l'indication dont nous avons montré la nécessité à la fin dé 
l'art. 242. 

Si donc on considère le point w comme mobile sur les deux 
cùuches ou nappes du plan des w, à chaque position de w cor- 
respondra une position unique et déterminée de 2, c'est-à-dire 
que z deviendra une fonction uniforme de w, aussi bien que w 
est une fonction uniforme de z. 

245. Pour A = 0, la parabole (1) se change dans la partie 
poRtive de l'axe des x, qui va de à H- 00 . Cette partie est 
commune aux deux nappes du plan des w, qui viennent se 
souder ensemble suivant cette ligne 

w = w = a?*5 

et à chaque valeur positive de u répondent deux valeurs réelles 
de 2, 

z =1 x = ± Vu . 



212 THÉORIE ÉLÉMENTAIRE 

Pour M = 0, ces deux valeurs se confondent, et la fonction 
z = Vw cesse en ce point d'être biforme. 

Si l'on conçoit que iv parte de en s' avançant d'un mouve- 
ment continu, le mouvement pourra avoir lieu sur Tune ou 
l'autre des deux nappes, les composantes rectangulaires uetv 
ayant les mêmes suites de valeurs dans les deux cas. Mais, 
suivant que le mouvement de v) se fera sur la nappe supérieure 
ou sur la nappe inférieure, le z correspondant se mouvra 
au-dessus ou au-dessous de l'axe des x. 

Si donc on suppose w partant d'un point u\ de la nappe 
supérieure, arrivant en 0, puis s'éloignant de nouveau par un 
chemin situé sur la nappe inférieure, exactement au-dessous 
du premier; à la courbe unique (en apparence) décrite par w 
correspondront deux courbes distinctes décrites par z\ de sorte 
que le chemin de z à partir de se divisera en deux branches, 
correspondantes aux deux nappes du plan des w. On appelle, 
pour cette raison, \o point u'- () un point de ramification (*) 
de la fonction 

z = Vie . 

24-6. Lorsque z dans son mouvement traversera Taxe des x 
de dessous en dessus, par exemple, h devenant nul, w traver- 
sera la partie positive de Taxe des «, et passera de la nappe 
inférieure à la nappe supérieure. Cette ligne Ow, que doit tra- 
verser le point iv pour passer d'une nappe à l'autre, est dite, 
pour cette raison, une ligne de passage (*) du plan double 
des w. 

247. Si w fait une fois le tour du point de ramification 0, il 
rencontrera au moins une fois la ligne de passage. Si l'on pose 





fr -jice"^ , 


alors on aura 






1 1 . 




Z — p^ ^»'^ 



Lorsque iv fait le tour de 0, nous supposons l'argument (j? 
variant d'une manière continue, aussi bien que le module p. Il 



(') Verztveigungspuncl (Riemann). 

(') UebergangsUnie, Vehiveigungsschniit, 
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faudra donc que, le tour achevé, lorsque les coordonnées u, v 
de w auront repris leurs valeurs primitives, <p ait varié de 2r. 
Alors l'argument 5? de z aura varié de ir, et par suite z aura 
repris la même valeur, mais avec un signe contraire. Puisque z 
aura ainsi changé de détermination, il faudra que w ait changé 
de nappe ; et comme ce changement doit se faire d'une manière 
continue, il aura lieu en un des points où les deux nappes se 
rejoignent, c'est-à-dire siir la ligne de passage. 

Donc si l'on suppose que, dans le mouvement continu de la 
variable te, l'argument de cette variable varie, lui aussi, d'une 
manière continue, la variable devra changer de nappe chaque 
fois qu'elle fera le tour complet du point de ramification. Si 
elle fait w fois le tour de ce point, elle changera n fois de nappe, 
et reviendra ou non à la nappe primitive, suivant que n sera 
pair ou impair. 

248. Si, au lieu de prendre pour fils générateurs du plan 
des z des parallèles à Taxe des .r, nous avions pris des parallèles 
à l'axe des y, la ligne de passage aurait été la partie positive 
de l'axe des y. 

Généralement, si l'on avait pris pour fils générateurs du plan 
des z une autre série quelconque de courbes couvrant complè- 
lement ce plan, on aurait eu d'autres formes pour les généra- 
trices du double plan des iv^ et une autre forme pour la ligne 
de passage. 

Cette dernière forme peut être choisie arbitrairement, en 
déterminant convenablement la forme des génératrices du plan 
des z. Si l'on veut, par exemple, que 

r = f{ii) 
soit réquation de la ligne de passage, soit 

l'équation de la courbe correspondante du plan des z; on pourra 
représenter par 

réquation générale des génératrices du plan des z. Lorsque 
l'on fait varier h d'une valeur négative à une valeur positive, 
z passe de l'une à l'autre des deux régions dans lesquelles la 
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ligne j/ = ^(ic) partage le plan des z. Si donc y = (f(x) est la 

courbe qui correspond k v t=z f(u), le w correspondant à z 

rencontrera alors la ligne de passage, et passera de la nappe 

qui répond à la première région du plan à celle qui répond à la 

seconde. 

Or on a 

n ^ x'—if, V =z ixy. 

Donc 

X' ^y' = f(txy) 

sera réquation de la ligne du plan des 2, symétrique par rapport 
à Torigine, et qui sépare les deux régions du plan des i corres- 
pondantes aux deux nappes du plan double des w, et 

sera l'équation de la génératrice de ce double plan. 

Par cet exemple particulier, on voit de quelle manière on 
peut être conduit par l'étude d'une fonction multiforme à la 
conception du plan multiple comme champ de variation de la 
variable indépendante. Nous allons voir, dans le § suivant, 
comment on peut généraliser cette conception, et la rendre 
applicable à la transformation d'une fonction multiforme algé- 
brique quelconque en fonction uniforme. 

I II- 

Des fondions multiformes en général. 

249. Nous avons vu, dans la Deuxième Partie (art. 120), divers 
exemples de fonctions nîultiformes, telles que les racines de 
degré quelconque d'une fonction rationnelle de la variable 
indépendante, et plus généralement les fonctions liées à la 
variable par des équations algébriques de degré supérieur au 
premier par rapport à ces fonctions ; ou telles encore que les 
logarithmes, les arcs de cercle, et en général les fonctions 
inverses des fonctions périodiques. 

Dans l'exemple traité au § précédent, nous avons remarqué 
l'importance d'un certain point, celui pour lequel deux déter- 
minations de la fonction (ou de sa valeur inverse) deviennent 



N: 
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égales entre elles, et nous avons donné à ce point le nom de 
point de ramification. Nous allons reprendre l'étude des points 
de cette nature à un point de vue plus général. 

250. Si Ton considère la fonction 



w — b admet, pour chaque valeur de z, deux valeurs égales et 
de signe contraire; en sorte que, si z décrit une courbe quel- 
conque sur le plan des z, les deux valeurs de iv décriront sur 
le plan des w deux branches de courbe symétriques Tune de 
l'autre par rapport au point b. 

Lorsqu'on fait passer z par le point a, les deux valeurs de w 
deviennent égales, et quelle que soit la courbe par laquelle z 
arrive en a, les deux branches de courbe décrites par w se 
rejoindront toujours au point b. Si l'on fait partir z du point a, 
le chemin décrit par tv se ramifiera donc en deux branches 
partant du point 6. 

C'est pour cette raison que le point a, auquel correspond 
une ramification du chemin décrit par la fonction w, s'appelle 
un point de ramification de cette fonction. 

251 . Soit encore la fonction 

tt? = log(^— d). 

Pour chaque valeur de z, cette fonction admet une infinité de 
valeurs difierentes. Pour 2 = a, toutes ces valeurs deviennent 
infinies. Si on les représente par les points d'une sphère 
(art. 173 et suiv.), elles viendront toutes se réunir au pôle 
inférieur 0' , qui répond h w = 00 . DonQ ce pôle est le point 
de jonction de toutes les branches, en nombre jnfini, du che- 
min parcouru par w, lorsque z décrit une courbe partant du 
point a. Donc le point a est un point de ramification de la 
fonction log(z — a). 

Ici ce point a est à la fois un point de ramification et uq 
infini (de première espèce). 

252. Les points de discontinuité et les points de ramification 
s'appellent d'un nom commun points critiques ou points singu- 
liers de la fonction. 
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Lorsqu'à un point de ramification correspond l'égalité de 3, 

de 3 den déterminations de la fonction, nous dirons, pour 

abréger, que ce point est un point double, triplCj ..., n-uple de 
la fonction, tandis que tout autre point sera dit un point 
simple. 

253. Parmi les fonctions multiformes, il faut compter les 
intégrales des fonctions uniformes, prises le long du contour 
d'une aire qui renferme des infinis de la fonction. 

Soit, en effet, c un infini de la fonction it' contenu dans 
l'aire 3, et supposons la fonction uniforme et continue en 
tout autre point de cette aire. On sait qu'en faisant le tour 
complet de l'aire, on a, pour valeur de l'intégrale de la fonc- 
tion w, 



j wdz — I tcdz — "it!'/, If ■ 
Jti Je "^c 



Si l'on fait â, 3, .... n fois le tour complet, la valeur précé- 
dente sera multipliée par 2, par 3, ..., par n. 
Si l'on considère maintenant l'intégrale prise sur ce contour 
Fig.38. depuis le point A {— s,) {(ig. ;18) jusqu'au 

point B (— i), l'intégrale 

■F{z) = j'wdz 

s'accroilra de 

chaque fois que l'on ajoutera au chemin 
ACB, dans] le sens direct, un tour complet qui ramène au 
point B. Ainsi 

/(ACBDACB) -/(ACB) + Ji: . 

Si l'on fait n fois le tour de c (n étant pris positivement ou 
négativement, suivant que l'on tourne dans le sens direct ou 
dans le sens rétrograde par rapport à l'aire), l'intégrale devien- 
dra égale à 

/(ACB) + n.K. 



DES QUANTITÉS COMPLEXES. 217 

C'est ce qui a lieu pour la fonction 

r^ (iz . z — c 



K. z — c 



^'z^ ^ C Zf^ C 

que nous considérions tout à l'heure. On a ici 



i.é 



= 1 . 

cZ — C 

Donc, si le chemin qui mène de %^ en z fait n fois le tour de c, 
pour revenir au point de départ 2; = z^ , on aura 

lOg-^ = W.27rf . 

' 254. Dans ce cas, les infinis de la dérivée iv deviennent des 
points de ramification de l'intégrale /i(;dz = F(z). 
Oji voit que la fonction F(z), lorsque c'est un infini de la 

dérivée P{z)^ ne croît de Siri./ w que si l'argument de z — c 

a crû de 2?:. Ainsi F{z) passe d'une détermination à une autre, 
lorsque z fait une révolution entière autour du point de rami- 
fication. 

Tant qu'il s'est agi de fonctions uniformes, nous avons pu 
confondre ensemble, sur le plan des z, les valeurs de z corres- 
pondantes à des arguments qui différaient entre eux d'un mul- 
tiple quelconque de Stc. Mais, pour les fonctions multiformes, 
il importe de distinguer ces valeurs les unes des autres, si l'on 
veut avoir une représentation géométrique complète de la 
marche de la fonction. 

255. Imaginons que le point de ramification c soit pris pour 
le pied de l'axe vertical d'un hélicoïde gauche, ayant pour 
génératrice le rayon vecteur du point 2, et pour directrice une 
hélice d'un pas infiniment petit (art. 69). Les points z de même 
module, et dont les arguments diffèrent d'un multiple de 2r, 
se projetteront suivant une même verticale, et correspondront 
à des valeurs égales de la quantité complexe z == a? + iy. Mais 

les valeurs de / wdz, correspondantes à ces divers points z, 
différeront toutes entre elles de multiples de 2xî ./ w, de sorte 
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qu'à chaque point de l'hélicoïde »e rapportera tme seule valeur 
de l'intégrale F(z). 

Si donc on prend pour champ de variation de z, non plus un 
plan simple, mais un hélicoïde, que l'on peut regarder 
comme un plan composé d'une infinité de nappes superposées, 
la fonction F{z) du z de l'hélicoïde sera une fonction uniforme, 
tandis que celle du s projeté sur le plan horizontal, ou de la 
quantité complexe x-{- iy, était multiforme. 

256. On peut connaître la marche de la variable z sur l'héli- 
coïde, dès que Ton connaît la marche de sa projection x + iy 
sur le plan horizontal. Il est clair, en effet, que t ne peut passer 
d'une nappe à une autre, par un mouvement continu sur 
rhélicoïde, sans faire une ou plusieurs fois le tour de l'axe, et, 
par suite, sans que la projection x -\- iy fasse le même nombre 
de fois le tour du point de ramification c. 

Donc, lorsque le point x + iy va de la position x, + iy, à la 
position x + iy par des chemins différents, la fonction prendra 
des valeurs identiques ou différentes, suivant que x-^iy aura 
fait le même nombre ou des nombres différents de révolutions, 
dans le même sens, autour du point de ramification. 

Si la variable x+iy va de A ( — a;^ -I- «/,) (fig- 38) en 
Fig. ss B( = a; + iy) par deux chemins différents 

ACB, ADB, qui comprennent entre eux un 
point de ramification c, on aura 

/(ACB +y(BDA) = îr.i .^w, 

d'où 

/(ACB) =/(ADB) +2711. £, w . 

Si x + iy revient au même point x, + i% du plan par un 
chemin qui fasse plusieurs fois le lourde c dans divers sens, 
F(t) reprendra sa valeur primitive F(îo)i si le point z\ de l'héli- 
coïde auquel : s'arrête, et qui a la même projection que :,, 
coïncide avec î,. 

Imaginons'qu'un observateur, partant du point î„ ait attaché 
en ce point l'extrémité d'un fd, qu'il entraîne avec lui, en le 
dévidant à mesure qu'il s'avance. Si le point z'„ auquel il s'ar* 
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rête, coïncide avec z^, l'observateur pourra, quelque chemin 
qu'il ait suivi, retirer à lui le fil tout entier, sans que la résis- 
tance de l'axe v fasse obstacle. Il en serait de même d'un fil 
qui serait là projection du premier sur le plan horizontal, et 
que l'observateur, revenu en x^ + iy^, pourrait retirer à lui 
sans le faire toucher à la verticale élevée au point c. 

Si, au contraire, z\ est différent de z„ le fil sera arrêté par 
^l'axe, qu'il entoure une ou plusieurs fois, et ne pourra se 
retirer entièrement. Dans ce cas, la projection du fil est arrêtée 
par la résistance de la verticale du point c. C'est ce qui aura 
lieu si la projection x+iy Aezà tourné plus de fois dans un 
sens que dans l'autre autour du point c. 

257. Les mêmes considérations peuvent s'appliquer à la 

1 

fonction n- forme (z — c)". En introduisant les coordonnées 
polaires, et posant 

1 

les valeurs de z qui donnent pour (z — cf des déterminations 
distinctes se présentent elles-mêmes sous des formes distinctes, 
les arguments de z — c différant entre eux de multiples de 2ic. 
On représentera géométriquement cette diversité en faisant 
mouvoir, comme précédemment, la variable z sur un hélicoïde 
ayant pour axe la verticale du point c. Alors, tandis que p varie 

d'une manière continue de — oo à + oo , w =-- (z — c)" parcourra 
d'une manière continue la série entière des valeurs correspon- 
dantes. Si l'on fait croître p de 2i:, z passera d'une nappe de 
l'hélicoïde à la suivante, et les valeurs différentes que prend w 
répondront à des positions distinctes de z. 

258. Remarquons que, dans ce dernier exemple, la fonction 

i 

ti^ = (z — c)** n'est plus, comme la fonction logarithmique et 
les intégrales analogues, susceptible d'une infinité de valeurs, 
mais seulement de n valeurs différentes, et qu'elle est, de plus, 
périodique comme z par rapport à l'argument p, la période 
étant ici 2niu. Ainsi la fonction iv prend toutes les valeurs dont 
elle est susceptible, lorsqu'on fait varier z dans l'étendue de 
n nappes consécutives de l'hélicoïde, la même série de valeurs 
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se reproduisant dans chaque ensenible de n nappes. On peut 
donc réduire rhélicoïde à n nappes consécutives, en le coupant, 
à partir de l'axe, par deux sections S», Sn, tracées l'une sur la 
première nappe, l'autre sur la n**"% et ayant toutes deux pour 
projection commune une ligne quelconque tracée sur le plan 
horizontal, à partir du point c. 

Il faut seulement observer que, sur Thélicoïde indéfini, la 
variable, arrivée au bout de la w**°** nappe, et poursuivant son 
mouvement, passait sur la (n-+- 1)'*"° nappe, où elle redonnait 
à la fonction la même série de valeurs qu'aux points corres- 
pondants de la première nappe. Donc, pour conserver la 
continuité de la variation de z dans le passage de la ^i^*"' déter- 
mination de t(; à la première, qui est la même que la (n + !)'*■% 
il faut que Ton puisse faire repasser, par un mouvement 
continu, la variable z de la n**"* nappe sur la première, laquelle, 
après la réduction de Thélicoïde à n de ses .nappes, se trouve 
alors remplacer la première. 

259. Imaginons, pour cela, une série de tubes de commu- 
nication, infiniment minces et infiniment rapprochés, unissant 
deux à deux les points des sections S^, S„ qui sont sur la même 
verticale, et traversant les nappes intermédiaires, sans permet- 
tre avec elles aucune communication; absolument comme des 
fils conducteurs, revêtus d'une substance isolante, transmet- 
tent l'électricité à travers un milieu, sans qu'elle puisse se 
répandre dans ce milieu. Supposons que la variable z^ arrivée 
en un point de Sn, continue sa marche suivant un de ces tubes, 
qui la ramène au point correspondant de Sj. Il est clair qu'une 
surface ainsi constituée pourra remplacer complètement 

rhélicoïde indéfini, dans l'étude de la fonction à n détermina- 

1 

tiens {z — c)". 

Si l'on suppose le pas de l'hélice directrice infiniment petit, 

,1a surface se réduira à un plati multiple, composé de n nappes 

superposées, qui communiquent entre elles par le seul point c, 

et dont la n""® et la première, se rejoignent à travers toutes les 

autres, suivant une ligne que nous appellerons ligne de passage, 

de sorte que la première nappe formé le prolongement de 

la n**"% 
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D'après ce que nous avons dit, à Fendroit où la jonction 
entre les deux nappes extrêmes coupe les nappes intermédiai- 
res, il ne s'établit avec celles-ci aucune espèce de communi- 
cation par laquelle la variable puisse passer d'aoe des nappes 
extrêmes sur une des intermédiaires. Les choses se passent 
comme si toutes les nappes étaient formées de fils coiuhicteurs 
revêtus d'une matière isolante, et se croisant avec la série des 
fils de la w**~ nappe qui se continuent avec ceux de la pre- 
mière. Ainsi, lorsque la variable fait n fois le tour de c pour 
revenir à son point de départ, il faut se représenter sa marche 
comme celle d'un courant électrique fermé, parcourant un fil 
isolé, qui serait étendu sur la portion d'hélicoïde, qui circule- 
rait successivement sur les diverses nappes, puis qui, arrivé à 
la fin de la n**"* nappe, reviendrait verticalement se ressouder 
avec son extrémité initiale. La portion d'hélicoïde est formée 
tout entière d'un tissu de fils analogues, qui se continuent en 
passant de la n'*™ nappe sur la première, soit qu'ils reviennent 
aux mêmes points de celle-ci (auquel cas ils forment des cour- 
bes fermées), soit qu'ils aboutissent à des points différents. 
Une courbe qui renferme le point c dans son intérieur ne peut 
être fermée qu'après avoir parcouru les w nappes de l'hélicoïde, 
c'est-à-dire après que sa projection a fait autour de c un nom- 
bre de tours multiple de n. 

Nous supposerons que l'hélicoïde a pour directrice une hélice 
sinistrorsum, d'où il suit que le point z montera sur l'hélicoïde, 
lorsque sa projection tournera autour de c dans le sens des 
angles croissants, c'est-à-dire de la droite vers la gauche pour 
un observateur placé dans l'axe. 

260. Concevons que, pour foire un passage à la surface ver- 
ticale, formée par les tubes de communication entre la n**"* 
nappe et la première, on ait pratiqué dans toutes les nappes 
intermédiaires une sorte de tranebée, dont les deux bords 
communiquent par les fils générateurs de ces nappes, faisant 
office de ponts. 

Pour un observateur placé dans l'axe de l'hélicoïde et regar- 
dant dans la direction de cette tranchée, la coupe de la figure, 
faite suivant un plan perpendiculaire au rayon visuel, présen- 
tera l'aspect de la fig. 39, en supposant, pour fixer les idées, 
le nombre des nappes égal à 3. 
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Un point partant de a sur la section S„ et marchant vers la 
gauche suivant ab, parvient, après avoir Taitfle ,toup de Taxe, 



à la partie cd où la première nappe vient se terminer à la 
tranchée; il passe le pont de qui le conduit sur la seconde 
nappe. En parcourant efgh, i! revient à la tranchée, qu'il tra- 
verse sur le pont ht pour passer sur la troisième nappe ijkl. 
Arrivé au bout de la troisième nappe, en l,'\\ redescend, par 
le pont vertical la, sur la première nappe, 

261. Au lieu de laisser les divers ponts intermédiaires 
de, ki horizontaux, rien n'empêche d'aplatir chaque nappe, 
sans changer la section initiale, de manière que toutes les 
nappes deviennent des plans parallèles. Alors tous les ponts 
deviendront inclinés, et la coupe de la tranchée prendra l'as- 
pect indiqué par la (ig. 40. 

On est conduit, de cette manière, au plan multiple ou surface 
Vit.»). de Riemann. La continuité 

I entre les diverses nappes ou 
feuilles de ce plan est établie 
par la ligne de passage, qui, 
dans le cas actuel, met en 
communication la 1"* feuille 
avec la 2*, ta 2' avec la 3*, et la 3^ avec la 1". 

Ce plan multiple a été appelé par Riemann Windungs/làehe 
{surface de gyration), nom qui correspond à peu près à l'idée 
d'hélieoïde ou d'escalier à vis. Le point c, pied de l'axe de 
rhélicoïde,a reçu le nom àe Windungspunct (^oint degyration). 
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1 

C'est le point de ramification de la fonction (z — c)**, pour 
laquelle a été construite la surface de Riemann. 

262. Remarque importante. Pour bien comprendre cette 
théorie, il faut d'abord bien se pénétrer de ce que l'on entend 
lorsqu'on dit que les valeurs d'une fonction w = f{z) sont 
distribuées sur le plan, simple ou multiple, des z. 

D'après ce que nous venons de voir, tout point de la surface 
des z est déterminé, sans ambiguïté, soit directement par ses 
coordonnées polaires, soit, dans le cas du plan multiple, par 
ses coordonnées rectangulaires, jointes à l'indication du che- 
min qu'a suivi la variable pour aller d'un point connu z^ à ce 
point z. A chaque point ainsi fixé s'attache une détermination 
de z à l'aide de deux nombres qui sont comme la cote de ce 
point. 

Or à chaque détermination numérique complète de z, c'est- 
à-dire à chaque détermination suffisante pour fixer le point z 
sur la surface relative à la fonction donnée w = /"(z), corres- 
pond, par la manière dont cette surface a été construite, une 
détermination unique et certaine de w. Inscrivons cette 
détermination à côté de celle de z, comme une seconde cote du 
point z. 

Gela bien entendu, il est clair d'abord que rien ne sera 
altéré dans ce qui constitue essentiellement la représentation 
de la fonction w^ si l'on fait subir à la surface des z une 
déformation quelconque par simple flexion^ sans altéfation des 
longueurs des lignes tracées sur la surface, ni des angles 
qu'elles font entre elles. Car on n'altère ainsi ni la continuité 
des valeurs de z qui se présentent lorsqu'on suit un chemin 
non interrompu sur la surface, ni par suite la continuité des 
valeurs correspondantes de w, qui suivent forcément les 
valeurs de z auxquelles elles sont invariableiTient attachées. 

Par exemple, on n'altérera en rien la représentation en 
déplaçant la ligne d'entre-croisement des nappes, c'est-à-dire 
en donnant à la ligne de passage, qui va à l'infini, la forme 
d'une courbe quelconque. On ne l'altérera pas non plus en 
faisant pénétrer les nappes les unes à travers les autres comme 
on voudra, c'est-à-dire en introduisant de nouvelles lignes de 
passage, dont on pourra toujours faire abstraction si, malgré 
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la déformation, on conserve toujours à chaque portion de 
nappe le numéro d'ordre qu'elle portait primitivement, lors- 
qu'on a attaché les cotes à ses divers points. 

On peut encore pratiquer une coupure dans une portion de 
la surface, afin de faciliter certains changements de disposition, 
pourvu que finalement on rejoigne les deux bords de la cou- 
pure, de manière que les points primitivement juxtaposés 
redeviennent voisins. 

Non-seulement on peut faire subir ainsi à la surface des 
déformations par simple flexion ; mais encore on en peut faire 
subir qui altèrent les dimensions et les angles, pourvu qu'elles 
ne dérangent pas les dispositions relatives.des points z portant 
des cotes données. Nous avons déjà vu des exemples de cette 
sorte de déformation, lorsque nous avons changé un plan 
simple en une sphère (art. 473), et une nappe d'hélicoïde 
gauche en un plan (260); nous en verrons encore un grand 
nombre d'autres par la suite. 

neprésenlaiion des fonctions multiformes à plusieurs points de ramificatûm. 

263. Nous n'avons considéré jusqu'ici que des fonctions 
ayant un seul point de ramification. Soit maintenant une fonc- 
tion, telle que 

ayant deux points de ramification a, 6. Si l'on considère une 
région du plan qui ne renferme qu'un seul des deux points a,ft, 
on pourra répéter, pour cette région, ce que l'on a dit pour 
le plan tout entier, à propos de la fonction Vz — c. Voyons 
maintenant comment devra être disposée une portion de sur- 
face renfermant à la fois les deux points a, 6. 

Mettons le3 arguments en évidence, et, pour étudier la 
fonction dans le voisinage du point a , posons 

d'où 
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Faisons décrire au point s, autour du poin t a, un cont our qui 
laisse en dehors le point b. Le facteur Vre'^ ^a--b a deux 
déterminations de signe contraire, lesquelles ne peuvent se 
confondre qu'en s' annulant; car c'est alors seulement que l'on 
peut passer de Tune à l'autre par une variation continue» Qr 
ce facteur ne s'annule pas dans l'intérieur du contour décrit. 
Il conserve donc, dans toute l'étendue limitée par ce contour, 
sa détermination initiale, et reprend la même valeur lorsque % 

revient à la même position x + iy. Le facteur )^«*, au con- 
traire, prend la valeur opposée 



1 i> 1 ip 



lorsque :; fait une fois le tour de a. Donc w passe d'une déter- 
mination à l'autre, lorsque z fait tme révolution autour du 
seul peint a. 

On verrait de même que w change de détermination, lors-- 
que z décrit un contour renfermant le seul point 6, et laissant 
en dehors le point a. 

Enfin, %v reprendra sa détermination initiale, lorsque z 
décrira entièrement un contour renfermant dans son intérieur 
les deux points a et b. Car, en posant 



on a 



z-^a = re^p , - — t = r'e*^' , 



1 iLJli' 
IV = (rr')V ' . 



Or, si z fait le tour des deux points a, 6 à la fois, chacun des 
arguments p, p' variera de 2:u. Donc î^ variera aussi de 2i:,- 
et par suite w reviendra à sa première valeur. 

264. Voyons maintenant comment, à l'aide d'un plan mul- 
tiple, nous pourrons transformer la fonction biforme w en - 
fonction uniforme. La fonction n'étant susceptible que de deux 
valeurs, pour chaque valeur attribuée à js = rr-f ty, on devra • 
prendre, pour champ de variation de z, une surface à deux 
nappes. Ces deux nappes viendront se confondre en chacun des 
points a et 6. 

15 



326 
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Si Tun considère d'abord le voisinage du point a, on verra,' 
comme dans le cas d'un seul point de ramification, qu'il faudra 
faire partir du point a une ligne de passage indéfinie, suivant 
laquf^lle se croiseront les deux nappes de la surface. En faisant 
lis. 11. loui-iicr :• autour du 

point fl seul, les passa- 
des d'une nappe à l'au- 
ti'f! s'exécuteront com- 
me le montre la fig. 41, 
où nous indiquons par 
des traits ponctués les 
lignes tracées sur la 
nappe inférieure, et j)ar 
des traits pleins les li- 
gnes tracées sur la nap- 
pe supérieure. Au-des- 
sus, nous donnons la 
coupe des lignes de pas- 
(ioiit se croisent les deux 



, en faisant voir la manié 



On fera de même partir du point b une ligne de passage 6^, 
et l'on voit sur la figure comment le point %, partant de s,, 
passera alternativement d'une nappe sur l'autre, pour revenir 
en s, après avoir fait deux fois le tour d'un seul point b. 

Enfin, si z parcourt un contour qui renferme les deux points 
de ramification, le point z, parti de la position :,, sur la nappe 
inférieure, passera sur l'autre nappe dans l'intervalle des deux 
lignes de passage, pour revenir sur la nappe de départ après 
une seule révolution. Nous dirons, dans re cas, que les points 
de ramification a et h se compensent. 

265. Lorsqu'une telle compensation a lieu entre deux points 
de ramification, on peut simplifier la figure, en remplaçant les 
deux lignes de passage aa, b^, allant chacune à l'infini, par 
une seule ligne ab, terminée de part et d'autre aux deux points 
de ramification. On peut, en effet, disposer de la forme arbi- 
traire des deux lignes aa, b^ de manière qu'elles s'approchent 
indéfiniment l'une de l'autre, et finissent par se confondre à 
partir d'un point quelconque de leur cours jusqu'à l'infini. 
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Alors les effets de ces deux lignes se neutraliseront dans toute 
la partie où elles sernnf confondues, et cela reviendra au même 
fis. a. que si elles étaient suppri- 

mées depuis leur point de 
jonction jusqu'à l'infini. 
Alors, au lieu du parcours 
indiqué par la /i^. 41, le 
point ; suivra celui qu'in- 
dique la fig. 42. 

On voit que cela revient, 
conformément à ce qui a 
été remarqué dans l'art. 262, à décroiser, à partir d'une ligne 
quelconque, les poitions de la surface qui se croisaient entre 
les deux li^ies de passage aa, 6^ {^g. àO). 

260. Soit la fonction hifornie à trois points de ramification. 



,r^y[z-a){z-l,){z~c). 
Si l'on pose 

2 — a = r,e"' , s — b — r,e"' , z — c — r^t^" ,■ 
on aura 

On voit d'abord que w ne change pas de détermination, 
lorsque z revient au même point sans avoir fait le tour d'aucun 
des points de ramittcation a, b, c. 

Si z fait V, fois le tour de a, v, fois le tour de b, v. fois le 
tour de c, w reviendra à sa première valeur ou prendra la 
valeur opposée, suivant que Vi+v. + w, sera pair ou impair. 

En particulier, si l'on suppose v, = v,^i, v,^0, c'est-à-dire 
si z fait le tour des deux points a, b seulement, w reprendra 
sa première valeur. On voit donc que les deux points a et 6 
se compensent; par conséquent, au Heu de faire partir de cha- 
cun d'eux une ligne de passage allant à l'infini, on peut sim- 
plement les unir par une seule ligne de passage, terminée de 
part et d'autre à ces points. 

Quant au point c, comme il n'est plus compensé par aucun 
autre, on en fera partir une ligne de passage allant à l'infini. 
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■ La /ïj. 43 indique l'effet produit par une seule révolution 
du point s autour d'un, de deux, de trois points de ramifi- 
cation. 

Flg.«. 



267. Soit en général la l'ont^lion biforme à "in points de 
ramification 

w - y{z-a,)(z~a,) . . . {z-a„) . 

On fopipera une surface à deux nappes, ayant n lignes de pas- 
sage qui joignent deux à deux les points a, et o, , a, et a^, ... , 
a,,^, et o„, comme se compensant mutuellement. 

Si, au lieu de cela, le nombre îles points de ramification était 
impair, comme dans la fonction 



«■ = K(J-«,)(î-«,)...(z-o,_,),. . 

on mènerait encore n lignes de passage, dont les « — 1 pre- 
mières joindraient deux à deux les 'in — 2 premiers points de 
rifinîfîcation , tandis que la n""' irait du (2» — i)*"' point de 
ramification jusqu'à l'infini. 

"968. Remarque. La fonction li, considérée dans l'art, 211 
(IV Partie), a pour points de ramification 

-■ a.=-be"i a. = ae'^, a, — — e'^, a.i=-e " , 
' ^ a b 

dont les modules 

. 4 1 

* ' a b 
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sont rangés par ordre de grandeur. La fonction étant biforme, 
OD construira une surface ù deux nappes, avec deux lignes-^e 
passage, l'une joignant les points a, et o,, l'autre les points 
a, et Oj. Alors l'espace compris entre les deux cercles décpits 

de l'origine avec les raycms « et -- ne renfermera aucune por- 
tion de ces lignes de passage. Donc, dans cet intervalle, jes 
deux nappes n'auront entre elles aucune communication, et.^ 
ne pourra passer de l'une sur l'autre, tant qu'il variera d'une 
manière continue. Donc chacune des deux déterminations de 
la fonction û se comportera, dans cet intervalle, comme le 
ferait une fonction uniforme. 

269. Considérons la fonction informe à deux points de 
ramification 



Sur unc.surfacc.à trois nappes, on tracera, à partir des points 
a, b, deux lignes de passage allant à l'infini, et mettant en 

communication le? nappes deux à deux (/îj/. 44). 

Fi«.u. Si z fait une fois lo 

tour de a, l'argument de 

w croît de —, de sorte 

i)ue , au bout de trois 

tours, il aura repris 6a 

valeur primitive, à u» 

multiple près de 3n. Donc, 

en tournant autour d£ a, 

; passe de la première 

nappe à la seconde, puis 

de la .seconde à la troisième, et enfin de la troisiioie i U 

première. C'est ce ([iie nous csprinioions d'une manière abtigéf 

par le symbole 

a 
2 3 

Il en sera de mcme pour le point 6, autour duquel la marçbe 

i 



de z sera représenléi' par 
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Si Ton fait le tour des deux points à la fois, en partant, par 
«xemple, de ta première nappe, l'argument de w croîtra à 
chaque tour de y. Donc =, traversant successivement les deux 
lignes de passage, passera, après un tour, de la première nappe 
à la troisième; après un second tour, de la troisième nappe à 
la seconde, et après un troisième tour, il reviendra de ta 
seconde nappe à ta première, ce que nous exprimerons par le 
symbole 

ab 
3 i 



270. Soit la fonction 



^\/^=(^'^ 



Lee points de ramification a et l> seront ici représentés par 

?:«. 43. 



et la l'onfiguration 
des lignes de pas- 
sage sera donnée 
par la fig. 40. Si 
l'on fait le tour des 
deux points a , b à 
la fois, on revient à la iiiippo initiale, de sorte que les deux 
if^-^'- points se compensenl. On peut 

donc, dans ce cas. décroiser les 
portions de surface qui se croisent 
entre les deux lignes de passage, 
dt'puis une limite ([uelconque jus- 
qu'à riolini, et remplacer les deux 
Jipiiics a X , h X par une seule 
ligne ab, tennimîe de part el 
1 d'autre aux doux points de ramifi- 
, cation. 
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271. Soit la fonction 

w = ^{z-a)(z—b)(z—c) — ir,r,r,)' e ' . 
Chacun des trois points de ramification aura pour symbole 

1 

a 

2 3 

Leurs combinaisons deux à deux seront représentées par 

1 

ab ; 

3 2 

et enfui l'ensemble des trois points ramènera, au bout d'un 
seul tour, à la nappe initiale. 

La conliguration des lignes de passage sera donnée par la 
fig. 47. On voit ijifà p;irtir d'une limite quelconque, on peut 




d^roisep les porUons <\c sinraco i-miiprises entre] les lignes de 
passage aoc et ex , ci- ijiii l'i'vieiit à remplacei' les trois, lignes 
fig-is- (le passage allant à Ifinfini 

par trois lignes finies,, par- 
tant d'un même point 0. 

Remarquons que, si l'on 
fait le tour de ce point 0, 
suivant un contour aussi 
petit que l'on voudra, dans 
le sons direct, (hi- rencon- 
trera les trois lignes de pas- 
sage, chacune dans la même 
direction que si l'on faisait 
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le tour de l'ensemble des trois points dans le sens rétrograde. 
Donc, puisque les trois points se compensent, Teffet des trois 
lignes de passage se neutralisera, et par suite on reviendra, au 
bout d'une révolution, à la nappe de départ. Ainsi le point de 
réunion des trois lignes de passage qui partent de trois points 
qui se compensent, jouera le même rôle qu'un point ordinaire 
du plan. 

272. On verra de même que, pour la fonction 

w = V^z — «,) (2 — a,) ... (3 — a.) , 

les points de ramiflcation se compenseront par groupes de trois, 
dont on pourra réunir les lignes de passage en un même point. 
Si n est multiple de 3, toutes les lignes de passage se termi- 
'neront ainsi à des distances flnies. Sinon, il restera une ou 
deux de ces lignes, qui se prolongeront à l'infini. 



274. Soit la fonction 



'-i/r^ 



'=(^' 



A chacune des deux déterminations du second terme (/; — c, 
*■''*■ *"■ correspondront trois dé- 

terminations de la fonc- 
tion. On voit donc que 
la surface correspond 
dantc à cette fonction 
devra être formée de 
deux systèmes de trois 
nappes chacun ; ces sys- 
tèmes étant l'un et l'au- 
tre analogues à celui 
qui a été décrit dans 
l'art. 270, et de plus la 
ligne de passage qui va 

du point c à Tinfini mettant en communication les deux nappes 

qui occupent le même rang dans les deux systèmes. La marche 

deja fonction est représentée par la figure 49. 
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375. Si l'on considère la fonction 



w 



=z(Z'-a) ]/z — b = r^r^^ e 



les deux valeurs de lo s'annulent, et deviennent par suite égales 
aussi bien pour z = a que pour z =:=: b. Cependant, lorsque z 
fait le tour de a seul, w ne change pas de détermination, et 
par suite z ne doit pas changer de nappe. Donc il ne part du 
point a aucune ligne de passage, et la fonction n'en a qu'une 
"Sieule, celle qui va de 6 à l'infini. 

Pour s'en rendre compte, on peut considérer w comme fe 
limite de la fonction 



pour a' = a. Alors la ligne de passage qui va de a en a' 
(art. 266) se réduit à zéro, et les deux points de ramification 
a et a\ qui se compensent, forment en se réunissant un point 
.ordinaire du plan. 



; 276. Si l'on suppose la fonction ic liée à la variable s par 
«ne équation algébrique 

• 

du degré n par rapport à lo, cette équation donnera, pour ir, 
n déterminations tOj , ic , , ... , tt\ , qui pourront devenir égales 
deux à deux, trois à trois, etc., pour les valeurs particulières 
de 2 qui satisfont à des équations telles que 

tOj = tt;, , Wj = ti\ = iVj^ , etc.... 

Ces valeurs a, , a, , ... , a^ de ^ seront les points de ramification 
de la fonction w. 

Pour représenter cette fonction, on construira une surface 
à n nappes, reliées entre elles par les points de ramification 
«j , a, , ... , a^ . De ces points partiront des lignes de passage 
allant à l'infini, et mettant en communication les diverses 
nappes 2 à 2, 3 à 3, etc., suivant le nombre des racines qui 
deviennent égales en chaque point de ramification. Lorsque 
deux .ou plusiçurs points de ramification se compenseront, 
c'est-à-dire lorsque z reviendra à la même nappe après une seule 
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révolution autour de l'ensemble de ces points, on pourra sup- 
primer les portions des lignes de passage correspondantes qui 
se prolongent à T infini, et remplacer qcs lignes de passage par 
des lignes finies partant d'un même point. 



|IV. 

Des points de ramification à l'infini. 

277. Nous avons vu, dans la Deuxième Partie (chap. IV), par 
quelle déformation on peut changer un plan simple en une 
sphère, sur laquelle sont représentées toutes les valeurs de la 
variable, y compris la valeur infinie, et comment, par une 
déformation inverse, on passe de la sphère au plan antipode, 
dont les points correspondent aux diverses valeurs de la varia- 
ble 5' = - • 

^ 1 

On peut appliquer le même procédé à un plan multiple com- 
posé de m nappes, et en former une sphère à m couches, dont 
chaque point portera une valeur unique de la fonction, et où 
le pôle inférieur de chaque nappe représentera Tinfini de la 
nappe correspondante du plan multiple. De cette sphère à 
m couches on déduira, comme dans le cas de la sphère simple, 
un plan antipode multiple chargé des valeurs ic = /(s), de la 
fonction donnée, chacune de ces valeurs ayant pour nouvelle 

cote la valeur correspondante de s' =^ — • 

A chaque point de ramification du plan multiple primitif 
correspondront des points de ramification sur la sphère et sur 
le plan antipode. Les lignes de passage se reproduiront égale- 
ment sur les deux surfaces transformées. 

Celles des lignes de passage qui, sur le plan multiple, allaient 
à l'infini, viendront sur la sphère multiple concourir au pôle 
inférieur, et sur le plan antipode elles partiront de l'origine 0'. 

278. Il peut arriver maintenant que le pôle inférieur 0' de 
la sphère, origine du plan antipode, soit un point de ramifica- 
tion. Pour savoir ce qu'il en est, il suffit d'examiner si la 
fonction change ou non de détermination, lorsque la variable 
:; ou z' fait une fois le tour de ce point. 
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Considérons, par exemple, la fonction 



w = 2* , 



n étant entier et positif; cette fonction a déjà pour point de 
ramification le pôle inférieur (^ = 0). Si Ton change 2 en p' 
il viendra 



w 



1 



in 

Lorsque z fait le tour de Torigine 0' , p' croît de » et par 

suite w change de détermination é Donc la fonction to a up 

second point de ramification en 0' , correspondant a z = x> . 

On peut encore le voir en remarquant que la sphère double 

a une seule ligne de passage joignant les points et 0' , et que 

cette ligne est traversée une seule fois, lorsque :; fait le tour 

deO'. 

De même, la fonction 

1 

a deux points de ramification, a et 00 „ 
979. Pour la fonction 



il y a une seule ligne de passage, joignant les points a et b, et 
rien ne force de la prolonger jusqu'à Tinfini. Donc au point 0' 
les diverses nappes de la sphère n'ont entre elles aucune com- 
munication, et par conséquent le point 0' n'est pas un point 
de ramification de la fonction w. 
Il en serait de même pour les fonctions 



w =z [/(z — a,) (s - a,) . . . {z — aj , 



w 



-]/î^t 



dont les lignes de passage ne s'étendent pas à l'infini. 
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Pour les fonctions telles que 

.une des ligaes. de passage se prolonge à l'infini sur le. plan 
multiple, et sur la sphère elle se termine en 0'. En faisant 
donc' le tour de 0', on rencontre une seule ligne de passage, 
et par suite la fonction change de détermination. Donc, pour 
cette fonction, 0' est un point de ramification. 
Il en est de même pour les fonctions telles que 



w = V{z — a)(z—b) , 

w = y{z — a^){Z'^a^ ...(i— aj , 



lorsque, dans cette dernière, k n'est pas un multiple de n. * ^ 

' ' • . ■ . . . . . \ ■ ■ \ 

' 280. On peut encore étudier directement la nature du "point 
js ±= ôo , en le rapportant au plan antipode, où il dévient «'=0. 
La fonction donnée w = f{z) deviendra, par ce changement,- ^ 



w 



=/(^)=?(o. 



et il s'agira de savoir si z' ==.0 est un point de ramification. de 
la fonction ff. 

Par exemple, pour 

1 

w= {z — ay, 
on aura, en posant s = — » . . 



w 






Si l'on prend le module de z' assez petit, 1 —as' né passera 
pas par zéro, lorsque l'argument de z' variera de 2i:; par 
suite, l'argument de ce facteur ne fera qu'osciller entre deux 
valeurs différant de moins de Stc, et reprendra, au bout du 

tour complet, sa valeur primitive. Le facteur (1 — az'y ne 
changera donc pas de détermination, lorsque z' fera le tour 

de 0'. Au contraire, le facteur s' •* changera de détermination, 
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et.fmrtant ileh sera de même du produit w. Donc z' = est 
uii peint: de ramification de w. 

Remarquons que rien n'oblige a priori à considérer un côté 
d'un contour fermé, tracé sur la splière, comme répondant à 
Vintérieur plutôt qu'à Vexlérietir, Donc un contour qui ne 
contient aucun des points a et oo dans son intérieur, peut être 
aussi regardé, si Ton veut, comme les renfermant tous les 
deux; et puisque le parcours d'un tel contour ramène la fonc- 
tion à sa première détermination, il en résulte que les deux 
points de ramification a et oo se compemenl, et, en consé- 
quence, la ligne de passage doit être tracée de l'un à l'autre. 

281. La fonction 



peut s'écrire sous la forme * ^ 

A. 

Pour z' assez petit, le radical ne change pas de détermination 

lorsque s' fait le tour de 0'. L'autre facteur -7 n'en change 

pas non plus. Donc le point 2'= ou z = 00 n'est pas un point 
de ramification de f{z). 
En général, si l'on considère la fonction 



f{z) = V[Z'^a,)[z—a^ . . . (:2r— flfc) , 
qui peut s'écrire ainsi 



.n 



(f[z^) = z' " K(l -a,z') {l-a,z') . . . (l-a,^') , 

le radical, pour z' assez petit, ne changera pas de déter- 
mination par une révolution autour de 0', tandis que le 

.-- k 

facteur z' * en changera ou n'en changera pas, suivant que - 

sera fractionnaire ou entier. Donc le point 00 sera un point de 
ramification lorsque k ne sera pas multiple de n, et n'en sera 

k 
pas un, lorsque — sera entier. Dans ce dernier cas, les points 
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de ramification finis a^ , a, , ... , a» se compensent tous ensem^ 
ble; dans le premier cas, leur ensemble est compensé par le 
point 00 . 
Ainsi, dans le cas de la fonction 

qui a trois points de ramification a , & , x , qui se çompeo- 

a 00 sent, on peut faire concourir en un 

ni^me point les trois lignes de pas- 

b s3g^- 

De même dans le cas de la fonction 



on réunira en un même point quelconque de b sphère les 
lignes de passage qui partent des points 
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CHAPITRE IL 

ÉTUDE DVSE FONCTION MUT.TIFOBME DANS LE VOISINAGE D'UN 

POINT DONNÉ. 

Dt^ la Jèformaticm continue des surfaces, 

â82. A Taide du procédé inventé par Riemann, nous sommes 
parvenus à établir pour la variable z un champ de variation 
tel, que chaque point de ce champ représente une valeur de s, 
considérée comme distincte de toutes les autres, et à laquelle 
correspond une valeur unique et déterminée de la fonction 
donnée de j5. Si Ton suppose chaque valeur de cette fonction 
appliquée sur le point z correspondant, la série de ces valeurs 
distribuées sur la surface de Riemann, plane ou sphérique, 
formera une suite continue dans tous les sens ^ partir de 
chaque point, en considérant les ii\flnis de première espèce 
(art. 113), dont les inverses sont des fonctions continues, 
comme ne rompant pas eux-mêmes la continuité (^). 

Cette double série de valeurs continues de la variable indé- 
pendante et de la fonction n'a aucune relation nécessaire avec 
la forme géométrique que le système affecte dans l'espace. 
On peut modifier cette forme d'une manière complètement 
arbitraire, à la seule condition que chaque système binaire 
(î, w) soit toujours entouré des mêmes systèmes binaires 
contigus. 

En effet, ce qui constitue la nature de la fonction w?, c'est 
l'association de telles et telles valeurs de w avec telles et telles 
valeurs de z. Tant qu'on ne disjoint pas les couples de valeurs 
correspondantes, la relation représentée reste identiquement 
la même. La déformation de la surface revient à donner une 
autre forme aux axes fixes auxquels on rapporte les positions 
des points. Par exemple, les lignes 

X = const. , y = const. 

■ I II .. il .1 , 

t^) Gasorati, Teorica cielle funzioni di variabili complesse» 
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ne seront plus, dans le système déformé, des droites rectan- 
gulaires, mais des axes de coordonnées curvilignes de nature 
quelconque. Comme on ne considère, dans l'analyse, que la 
relation entre w et 2, et nullement la nature géométrique des 
coordonnées qui déterminent s, il n'y aura rien de changé, 
pourvu que la loi de continuité subsiste après comme avant la 
déformation. 

Si, pour fixer les idées, on se représente, ainsi que nous 
l'avons déjà fait au chapitre précédent, la surface de Riemann 
comme un tissu, on pourra couper les fils où Ton voudra, puis 
les croiser ou les décroiser d'une manière quelconque, pourvu 
qu'on finisse par les renouer où on les avait coupés, et que les. 
fils primitivement contigus ne cessent pas finalement de l'être. 

On voit, d'après cela, en quoi consiste la déformation 
continue d'une surface. 

.283. On appelle surfaces simplement connexes celles qui 
peuvent se transformer en un plan simple par une déformation 
continue. 

Il est clair, d'abord, qu'il en sera ainsi de toute portion de 
surface courbe terminée complètement par un contour unique, 
et sur laquelle la fonction tv sera uniforme et continue. 
Imaginons, en effet, que l'on ait tracé sur cette portion de. 
surface toutes les lignes qui répondent h x = const., et toutes, 
celles qui répondent k y = const. On pourra redresser ces. 
deux systèmes de lignes, en les changeant en droites parallèles 
à deux directions rectangulaires. Alors x et y deviendront sur 
un plan les coordonnées rectangulaires du point s, et Ton se 
trouvera dans le cas, étudié dans la Deuxième Partie, d'une 
fonction uniforme et continue, distribuée sur une aire plane à 
contour unique. 

284. On peut aussi, dans d'autres cas, transformer les coor- 
donnée^ curvilignes en coordonnées polaires. Considérons, par. 
exemple, une portion d'hélicoïde de Riemann, formée par. 
n nappes, dont la n**"' revient se continuer sur la première. 
Fendons cette surface suivant la ligne de passage, et, tout en 
conservant aux rayons vecteurs leurs grandeurs, raccourcis- 
sons, dans le rapport de h à i, toutes les hélices, trajectoires 
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orthogonales de ces rayons. Alors les deux bords de la section 
viendront de nouveau se toucher, et les courbes coupées se 
rajusteront aux mêmes points. La portion d'hélicoïde deviendra 
une portion de plan terminée par un contour unique, et sur 
laquelle la fonction n'aura pas cessé d'être uniforme et conti- 
nue. On pourra ensuite, si l'on veut, faire varier les rayons 
vecteurs suivant une loi continue quelconque. 

285. Cette déformation peut être exprimée analytiquement 
par la formule suivante. Soit 

z = X -h iy = re*' 

la variable complexe qui représente un point de la surface de 
Riemann, lorsqu'on prend le point de ramification pour origine, 
et soit 

la nouvelle variable qui représente le point correspondant sur 
la surface déformée et changée en un plan simple. D'après la 
loi que nous avons admise pour le raccourcissement des trajec- 
toires orthogonales des rayons vecteurs, l'argument p se trouve 
divisé par n, de sorte qu'on a 

P 



et par suite 



' n 



.p 



Or la condition pour que Ç soit une fonction de z donne 

(art. 103) 

r 

7 



D.i: + -rD,ç = 



OU, à cause de D- -^ = — » 



^ n ^ n ^^ 



d'où 



16 
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C étant une constante arbitraire que l'on peut supposer, pour 
plus de simplicité, égale à l'unité. Il viendra donc 






Ainsi on passera de la représentation sur le plan n-uple à la 
représentation sur le plan simple, en remplaçant z par Ç". 

Si donc on a une portion de plan multiple à n nappes, ren- 
fermant un seul point de ramification qui unisse les n nappes, 
et si l'on prend ce point pour origine des coordonnées, on trans- 
formera la fonction n-forme de z --= x + iy^ distribuée sur cette 
surface, en une fonction uniforme de Ç, distribuée sur plan 

simple, en faisant 

z = C. . 

Si le point de ramification correspondait à z = c, on chan- 
gerait alors z — c en Ç", ou plus généralement en (Ç — y)", 
y étant lié à c par la relation — c = ( — y)", de sorte que pour 
j3 = 0, pn ait aussi Ç = 0. 

286. On peut ensuite transformer le plan simple en une 
sphère simple, puis celle-ci en un plan antipode, ce qui revient 
en dernier lieu à poser 

ï 

d'où 

_ — -L 

ill- 

Résidus et indices des points de ramification, 

287. Théorème de Gauchy. La démonstration que nous avons 
donnée de ce théorème dans la Deuxième Partie (art. 124 
et suiv.) s'applique sans aucun changement au cas où la por- 
tion de surface considérée est un plan multiple, renfermant 
dans son intérieur un ou plusieurs points de ramification, 
pourvu que la fonction w reste finie et continue en ces points, 
comme dans tout le reste de la portion do surface considérée. 
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On aura donc, dans ces conditions, l'équation 



X 



Wdz nn 5 ^ 

l'intégrale étant prise tout le long du contour fermé, tracé sur 
les diverses nappes qui communiquent entre elles par le point 
de ramification. 

288. Si c est un point de ramification réunissant n nappes, 
supposons que Ton détache autour de ce point une portion 21 
de surface, qui ne renferme aucun autre point de ramification 
ni aucun autre infini. Si, en posant 

on transforme 21 en un plan simple, on pourra appliquer les 
considérations des articles 140 et suivants, et Ton aura 



Jf wdr =: / wdy = 'àni f 
7i ^7 ' y 



w . 



Si le point de ramification y n'est pas un infini, alors £^ w est 

nul. 

Si y est un infini, et que lim. w (Ç — y) ait une valeur finie, 
on aura alors 

c'est-à-dire 

1 

Si w est infiniment grand de l'ordre ii au point c, et que l'on 
pose 10 = (p (Ç), alors (art. 168) 

ou eniaisant 
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Lorsque w est développé suivant les puissances entières, 
positives, nulles et négatives, de Ç— y, £, ^o est le coefficient 
du terme en (Ç— y)"* dans ce développement, c'est-à-dire le 

coefficient du terme en {z— c) " dans le développement de w 

suivant les puissances entières de {z — c)" . 

289. Si Ton pose 
on aura 

Donc 

Par conséquent, c étant un point de ramification, et ( — y)" 
= — c, on aura 



7 

1 dz 



ou, à cause de di; = ^ (r-y)n-i 

fintégrale étant prise le long d'un chemin qui fait n fois le 
tour du point c. 

290. On démontrerait maintenant, comme dans l'art. 149, 

que, si w = f{z) est continue en tout point de Taire 21 1 y 

compris le point de ramification c , f{z) = y (Ç) sera dévelop- 

pable suivant les puissances entières et positives de Ç — y, 

et par conséquent suivant les puissances entières et positives 
1 

de(z — c)** . 

On en tirerait ensuite les théorèmes des art 151 et 152, 
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ainsi que Textension du théorème de Laurent aux fonctions 
multiformes. 

On établirait de même les théorèmes de Tart. 137 et des 
art. 480-184. 

291. D'après ce qu'on a vu (art. 160 et suiv.), la fonction 
y (Ç) peut, dans le voisinage du point y, se mettre sous la forme 

m étant un nombre entier, positif, nul ou négatif, déterminé 
par la formule 

Ce nombre m est Yindice de la fonction 72? = (p (Ç) au point y. 

Remarquons maintenant que si y est un point de ramifica- 
tion, l'intégrale / ^ \ ' prise le long du contour planifié de 
l'aire infiniment petite qui entoure ce point, est la somme des 
mêmes éléments que l'intégrale / -~~ , prise le long du même 

contour avant la déformation, lorsque ce contour faisait n fois 
le tour du point c. On a donc, pour l'expression de l'indice, 

1 rdf{z) 

ti^iJc f(z) 

comme dans le cas d'une fonction uniforme sur un plan simple. 
■ Si l'on remplace maintenant Ç — y par (s — c)" , on aura 

m 

F{z) étant une fonction qui n'est ni nulle ni infinie dans le 
voisinage du point c. 

On voit donc que, si m est l'indice d'un point de ramifica- 
tion c, réunissant n nappes d'un plan multiple, l'ordre infini- 
tésimal de la fonction en un point z infiniment voisin de c, 

sera exprimé par — > c'est-à-dire par 



2nniJc f{z) 



—f' 

Uni Je 
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z-^c étant considéré comme Tinfiniment petit du premier 
ordre. Ce résultat a lieu, quelle que soit la nappe sur laquelle 
se trouve le point z , c'est-à-dire pour chacune des w détermi- 
nations de la fonction f{z). 

291. Soit maintenant 21 une calotte sphérique à n nappes, 
renfermant des zéros ou des infinis simples fc, , 6,, ..., et des 
infinis midliples (points de ramification) c^, c,, ...; et soient 
i^ii l^tî •••î^i» '-^ji ••• leurs indices respectifs. Partageons la ca- 
lotte ^ en calottes partielles, dont chacune soit à n nappes, 
et contienne un seul des points 6^, 6,, ... , c^, c,, .î. ; et soient 
6,, 01, ..., Cl, tt,, ... ces calottes partielles. 

On démontrera absolument comme on l'a fait dans la 
Deuxième Partie, que l'on peut remplacer les contours inflni- 
ments petits, tracés autour des points 6 ou c, par les contours 
des calottes ou tt, de sorte que la somme des indices 

p, 4- //j -H . . . + Vj -H Vj 4- . . . 

est égale à 

Or l'ensemble des contours de 0^, 0,, ... , C^ , C,, ... se com- 
pose de parties communes à deux aires contiguës, lesquelles 
parties sont parcourues en sens contraires lorsqu'on fait le 
tour des deux aires; et de parties formant le contour de la 
calotte totale 2l«* Les intégrales prises le long des parties 
communes se détruisant, il ne reste plus que l'intégrale prise 
le long du contour de 2l« Donc la somme totale des indices, 
on Y indice intégral a pour expression 



ij^f 



i C df 

^ni 



Il en résulte, comme dans l'art. 202, que la somme algé- 
brique totale des indices des zéros et des infinis contenus 
dans la sphère entière est nulle. 
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CHAPITRE m. 

INTÉGRALES DES FONCTIONS UULTIFORMES. 

1 1". , 

Ordre de connexion des surfaces. 

29"2. Nous appellerons aire une étendue de surface, sur 
laquelle sont distribuées toutes les valeurs d'une fonction 
correspondantes aux valeurs de la variable représentées par les 
points de l'aire. 

Une aire est dite connexe O lorsqu'on peut passer d'un point 
quelconque de l'aire à un autre point quelconque, en suivant 
un chemin continu qui ne rencontre nulle part le contour de 
Taire. En d'autres lenues. une aire est connexe lorsqu'elle est 
d'un seul morceau, et qu'en la prenant par n'importe qUelle 
partie, ou entraîne avec cette partie tout le reste de l'aire. 

293. Si l'airo est une surface fermée, comme celle d'une 
sphère ou d'un tore, nous supposerons toujours qu'en un point 
de cette surface, choisi arbitrairement, on ait pratiqué une 
ouverture inlîniment petite, dont le bord sera considéré comme 
un contour lijnitant l'aire. 

294. Si l'on considère une portion de surface, plane ou 
courbe, limitée par un contour unique, toute section AB 

►■i"--"»- {fig. 50), partant ,d'uj) poiai qu*J- 

conque A du contoiUiP, travemant 
l'aire et allant se terminer *n wi 
point B du même «ontour, 4ilâirenit 
du point A, morceBiera J'mne,, «'est-à- 
dire la partagera «a dew AO^I^ents 
qui n'auront plus fustce eux amvm 
adhérence. Cela s'affiifj/mèhi0l>fei»[ 
entière, considérée comme une ca- 



['; Zusainmenhiingend. 
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lotte ayant pour base l'ouverture infiniment petite dont il a été 
question dans l'article précédent. 

Une section telle que AB, allant à travers la surface d'un 
point à l'autre du contour, s'appelle section transverse ('). 

295. Une aire dont la connexité est détruite lorsqu'on y 
pratique une section transverse quelconque, est dite simple- 
ment cotmexe (*). 

Une aire à un seul contour-, et telle qu'on puisse, par défor- 
mation continue, la rendre applicable sur un plan, est une 
aire simplement connexe. Telle serait une portion de surface 
de Riemann, contenant un seul point de ramification, et que 
l'on aurait découpée autour de ce point. Cette aire a un 
contour unique; en ta fendant suivant la ligne de passage, 
contractant les fils concentriques (art, 284), puis renouant 
leurs extrémités, on en formerait une aire plane à un seul 
contour. Or, dans cette déformation, une section transverse 
conserverait son caractère de définition, et, par suite, avant 
comme après la déformation, détruirait la connexité de l'aire. 
Donc cette aire est simplement connexe. 

Chacune des, deux portions dans lesquelles une section 
traiisverse partage une aire simplement connexe est une aire 
à un seul contour, et, par suite, simplement connexe comme 
l'aire primitive. Les deux côtés de la section transverse for- 
ment des portions de contour pour les deux aires partielles. 

296. Il n'en est plus de même d'une aire plane à deux cou- 
tours séparés, c'est-à-dire tels qu'on ne puisse passer de l'un à 

K«.si. l'autre sur la surface sans traverser l'aire. 

Dans ce cas, une section transverse allant 
d'un point A de l'un des contoui'S (Ji'j. 51) 
i un point B de l'autre n'enlèverait pas à 
l'aire sa connexité. Celte section transfor- 
merait l'aire en une aire simplement con- 
nexe, dans laquelle les deux bords de la 
ligne AB formoi'aient deux portions du 
contour, devenu unique. 



l'I Qaerschnill. 

{*) Einfach iusammenhàngeiid. 
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Une telle aire, qui peut être transformée enaire simplement 
connexe au moyen d'une seule section transverse, est dite une 
aire doublement connexe. 

297. On verrait de même qu'une aire plane à n contours, 
ou dans l'intérieur de laquelle il existerait n — 4 trous ou îles, 
ne faisant pas partie de Taire, pourrait être changée en une 
aire simplement connexe- au moyen de n — 1 sections tcans- 
verses. On dirait alors qu'une teUe aire est n-uplement connexe. 

Une portion de surface quelconque, qui peut se changer, 
par déformation continue, en une aire plane à n contours, est 
dite elle-même une surface n-uplement connexe. Ainsi une zone 
sphérique à deux bases, la surface convexe d'un tronc de cône 
sont des surfaces doublement connexes. Un cylindre ramifié Q) 
est une surface triplement connexe. 

298. Mais il est des surfaces que Ton ne peut transformer en 
une aire plane par simple déformation continue. Considérons, 
par exemple, la surface d'un anneau ou tore. On voit aisément 
que l'ouverture unique infiniment petite, que nous supposons 
pratiquée dans toutes les surfaces fermées (art. 294), ne 
saurait suffire, quoiqu'on l'agrandît par dilatation et qu'on 
altérât d'une manière quelconque les longueurs des fils du 
tissu. Mais si d'un point à un autre du contour de cette ouver- 
ture on mène une section transverse faisant le tour de l'an- 
neau, cet anneau se trouvera transformé en un tuvau courbe, 
qui, par déformation continue, peut se changer en une aire 
plane à deux contours, et qu'une seconde section transverse 
rendra simplement connexe. Donc la surface de l'anneau doit 
être regardée comme une surface triplement connexe. 

299. D'après ce que nous venons de dire, l'ordre de con-' 
nexité d'une aire est marqué par le nombre des sections 
transverses qu'il faut pratiquer pour partager l'aire en deux 
portions détachées, dont chacune soit simplement connexe. 

300. Lorsqu'on mène ces sections, il faut les considérer 
comme tracées successivement. Chaque section transverse, à 

(^) De même cuufigiu'atioii qu'un pantalon. 
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mesure qu'on la trace, devient une portion intégrante du 
contour de Taire. On legardera la section comme une tranchée 
infiniment étroite, dont les deux rives s'incorporent au contour, 
et peuvent être entièrement séparées l'une de l'autre par la 
déformation rontinue de Taire; de sorte que les fils coupés 
Fig.oî. par cette section ne doivent plus se 

renouer, comme cela arrivait dans les 
coupures pratiquées dans la déformation 
continue.* 

En conséquence, une section transverse 
peut avoir une de ses extrémités ou toutes 
les deux, sur des sections transverses 
menées précédemment. On peut même 
considérer la section comme s'avançant dans une certaine 
direction, suivant laquelle le contour de Taire se prolonge 

'''^- ^'^- successivement des deux côtés (fig. 52), 

et comme revenant se terminer en un 
point de son propre parcours, devenu déjà 
un point du nouveau contour. 

Une section est dite section rentrante 
(fig. 53), lorsque, partie d'un point de 
T intérieur de Taire, elle revient se termi- 
ner en ce même point, sans avoir nulle 
part iouché ni traversé le contour de Taire. 

304. Cela posé, nous allons démontrer que la définition que 
nous avons donnée (art. 300) de Tordre de connexité d'une 
aire, ne dépend nullement de la manière arbitraire dont on a 
pu mener les sections transverses. Cette démonstration repose 
sur la proposition suivante : 

Soit S un système composé d'un nombre quelconque de 
portions de surface, distribuées d'une manière quelconque 
dans Tespace, chacune étant de configuration quelconque. 
Supposons ce système coupé par un ensemble t' de n' sections 
transverses, et transformé ainsi en un autre système 5', com- 
posé de i/' portions de surface. D'autre part, supposons que le 
même système S soit coupé par un autre ensemble <" de n' 
sections transverses, et transformé ainsi en un troisième svs- 
tème S", composé de v" portions de surface. Imaginons, de 
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plus, qu(^ chaetne des portions de surface qui composent les 
systèmes 5' et *S"'soit simplement connexe. — On demande s'il 
existe ui e relation entre les nombres n[, v' et les nombres 
n\ v", et quelle peut être cette relation. 

302. Tour répondre à cette question, concevons que Ton 
introduise simultanément les deux systèmes de sections trans- 
verses V et i\ Ces deux systèmes s'entrecroiseront en des 
points qi;e nous supposerons d'abord, pour plus de simplicité, 
ne coïncider avec aucune des terminaisons des sections de l'un 
ou de l'autre des deux systèmes T, t" , ce que l'on peut toujours 
éviter, en profitant de ce qu'un système de sections transverses 
a nécessairement d'arbitraire, pour déplacer tant soit peu soit 
les terminaisons des sections, soit les points de croisement. 
De cette manière, tout point de croisement divisera chacune 
des sections qui y passent en deux segments. Soit k le nombre 
de ces points de ci'oisement. 

Supposons maintenant qu'après avoir mené les sections T, 
et transformé ainsi S en S', on trace une des sections i" . Cette 
section ni î sera ujie section transverse pour le système S\ 
qu'autant qu'elle ne touchera ni ne traversera aucune des 
sections (' déjà existantes; autrement, elle représenterait un 
ensemble Aeplusieirs sections transver^es. 

Voyons actuellement quel sera le nombre des sections trans- 
verses T" qui s'introduiront dans le système S', après que L'on 
aura mené toutes \e:^ sections V'\ Il est clair que la totalité des 
terminaisons des sections T" se composera d'une part des ter- 
minaison.; des sections t" elles-mêmes, et d'autre part des 
points où les sectiors V seront traversées par les sections t" . 
Le nomlre des premiers points est égal au double 2n" du 
nombre des sections /''; celui des seconds points est égal à 2 A*, 
puisque chaque point de croisement représente deux termi- 
naisons des sections 3 ". Donc le nombre total des terminaisons 
de T" se: a ^n" + 2ft, et, par suite, le nombre des sections T" 
sera 

n'-v-k. 

Si F on avait, au c(»ntraire, commencé par transformer S 
en S" au moyen des sections t\ et qu'on eût ensuite mené les 
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sections t[, on verrait de même que le nombre des sections 
transverses se serait accru de 

n' -h k. 

Soit maintenant N le nombre des portions de surface, déta- 
chées les unes des autres, dans lesquelles se décompose 5, 
après qu'on a mené simultanément les deux systèmes de sec- 
tions transverses l' et t" . Ce nombre N peut évidemment être 
considéré comme lo nombre des segments dans lesquels se 
change S' par l'introduction des sections T\ Or S' se compose, 
par hypothèse, de y' segments, dont chacun est simplement 
connexe. Donc, chaque section augmentant d'une unité le nom- 
bre des segments, les n"+ k sections porteront ce nombre à 

jy — '/^n'-h k . 

On verra de la même manière, en partant du système S\ que 
ce même nombre peut être exprimé par 

N = ./+ w'4- k . . 

En égalant ces deux expressions de iV, on en tire la relation 
cherchée 

(i) n'—y =zn'--j\ 

30r3. Nous avons supposé jusqu'ici qu'aucun des points de 
croisement ne coïncidait avec une extrémité d'une des sections 
t' ou t\ ce que Ton a pu éviter par des déplacements infini- 
ment petits des sections de l'un des systèmes, de t' par exem- 
ple. A cette condition, la relation (1) a lieu. Mais si l'on ramène 
les sections V à leur position primitive, aucun des nombres 
n', y' ne sera altéré, et par conséquent la différence n' — v' ne 
cessera pas d'être égale à n"-:- v". Donc l'équation (i) est vraie 
dans tous les cas. 

304. Donc, si Von pratique, dans un système donné de surfa- 
ces, un ensemble quelconque de sections transverses, partageant 
le système en segments détachés dont chacun soit simplement 
connexe, la différence entre le nombre de ces sections et le nom- 
bre des segments détachés, dans lesquels est morcelé le système, 
est constante, quel que soit V ensemble de sections qu'on a mené. 
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305. Considérons maintenant une aire simplement connexe. 
Si Ton mène une section transverse, elle partagera l'aire en 
deux segments détachés. On aura donc ici 

n'— v' = 1 — 2 = — i . 

Ce nombre, augmenté de 2, donne Tordre i de la connexité de 
Faire. 

Nous sommes ainsi conduits à prendre pour définition de 
l'ordre de connexité d'un système la valeur, constante pour ce 

système, de l'expression 

w'— v'+2 . 

Nous allons voir que cette définition concorde avec celle que 
nous avons donnée dans l'art. 299. 

306. Soit n le nombre des sections t, , i^, ..., f„, nécessaires 
pour transformer le système S en un système de v segments 
simplement connexes. Soit S^ le système que Ton aurait obtenu 
en menant seulement la première t^ de ces sections. S^ sera 
transformé en v segments simplement connexes au moyen des 
n — 4 sections f,, ..., t^. Les ordres de ces deux systèmes 
seront donc, par la définition de l'article précédent, 

(T = n — j-hi j 

fTi-: (n— 1)— v4-2 = (T— 1 . 

Donc V ordre d'un système de surfaces est diminué d'une unité, 
chaque fois qu'on mène une section transverse. Il sera diminué 
de n unités, si Von mène n sections transverses; ce qui s'accorde 
avec l'art. 299. 

307. Considérons maintenant une section rentrante r, et 
^jl^^^^^^^ soit S' le système dans lequel cette section 

change le système S. D'un point quelcon- 
que de cette section r menons au contour 
de l'aire une section transverse quelcon- 
que t {fig. 52). L'ordre a' du système S' 
se trouvera par là diminué d'une* unité. 
Or l'ensemble des sections r et t peut être 
considéré comme formant une seule sec- 




m 
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tion tpansverse (art. 300), et par conséquent cet ( nseiiible r+( 
abaisse d'une unité Tordre du système S, d'où it s'ensuit que 
les deux systèmes S et S' sont de même ordre. 

Donc l'ordre d'un système ne change pas, lorsqu'on introduit 
dans le système un nombre quelconque de sections pcntrantes. 

308. Soit n le nombre des sections transverscs nécessaires 
pour transformer le système S, supposé réduit à unj aire uni- 
que (d'un seul morceau), en une aire simpleme?it connexe. On 
fera alors v =; 1 , et il viendra 



-l-t-2-n 



-I . 



Donc l'ordre de connexion de la surface S, diminué ctune 
unité, indique combien il faut pratiquer de sections Iransverses 
dans celle surface pour la tratisformei' en une aire simplement 
connexe; ce qui est la définition de l'art. 299. 

On voit, par ce qui précède, que cet ordre de ciiimeiion ne 
dépend que de la configuration de la surface, et nullement de 
la manière arbitraire dont on a tracé des sections Iransverses 
sur cette surface. 



Nombre des contours d'une surface d'un ordre de connexion doni:é. — Détermi- 
nation de l'ordre de connexion d'une Sfihére muitiph. 

309. Soit S un système de surfaces ou une surfiice unique 
quelconque. Si l'on mène une section transverse, il prut arriver 
trois cas : 

Fie-si. i" La section va d'une portion du con- 

tour à une autre portion, isolée de la pre- 
mière (fig. 51). Alors, les deux bnrdsde la 
section étant comptés cbacnn jour une 
portion de contour, les deux perlions iso- 
lées primitivement se trouve;it réunies an 
une seule. Donc, dans ce cas, la section 
transverse diminue d'une unité le nombre 
de contours distincts. 
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fie'^- 2" La spclion va d'un point do 

l'un (les contours à un autre point 
du même contour. Elle détaclie 
alors (/[jf. 50) une portien d'aire, 
qui se trouve entourée d'une courbe 
Fermée, formant un nouveau con- 
tour. Donc, dans ce cas, le nom- 
bre des contours est augmefUé d'une 
unité. 
3" La section [ransversc, partie d'un point de l'nn des 
contours, se termine en un point de son propre parcours 
{/ig. 52). On peut la considérer comme 

I composée d'une section rentrante, qui 
augmente le nombre des contours de 2 
unités, et d'unesection transverse joignant 
l'un de ces contours au contour primitif, 
et par suite diminuant le nombre des 
contours d'une unité. Donc, en définitive, 
nombre des contours est atigmenlé 
d'une unité. 

Donc le nombre des contours d'un système de surfaces (ou 
d'une surface unique) est augmenté ou diminué d'une unité 
par une section transverse. 

310. Soit 21 une aire donnée quelconque, dont l'ordre de 
connexion soit 7. On ta réduira à une aire simplement connexe 
21' au moyen de ff — 1 sections transverses. L'aire 21' ne pos- 
sède, d'après ce qu'on a vu, qu'un seul contour. 

Soit maintenant x le nombre primitif des contours de l'aire 21. 
Chaque section transverse augmentera le nombre des contours 
de ê:^ ±1. En désignant donc par î, , e, , ... , Sg_, des nom- 
bres égaux à l'unité positive ou négative, on aura, pour le 
nombre des contours de 21', 

Si l'on désigne par s lo nombre des sections transverses qui 
correspondent ii s ^= -i- 1 , et conséquemment par ^ — i — i le 
nombre de celles f[ni correspondent à e = — 1, il viendra 



contours, se termine 

El 
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d'où , 

S pouvant varier de à c — 1, >t pourra prendre les valeurs 

en excluant toutefois les valeurs négatives. Donc le nombre y- 
des contours est égal à Tordre o- de connexion de l'aire, ou il 
est moindre que c, le différence étant un nombre pair. 

Si donc une aire a x. contours, son ordre de connexion sera 
Fun des nombres 

X, x-4-2, 3? 4-4,.... 

341. Pour pouvoir appliquer cela aux surfaces fermées, il 
faut commencer par y pratiquer une ouverture infiniment 
petite (art. 294). Alors la surface possédera un seul contour. 
Donc Tordre de connexion d'une surface fermée est un des 
nombres 1 , 3 , 5 , ... , et par suite, une telle surface est sim- 
plement connexe, ou sinon, pour la ramener à une aire simple- 
ment connexe, il faut y pratiquer des sections transverses en 
nombre pair. 

312. Soit maintenant 2 une sphère multiple, formée de N 
couches ou nappes ; p le nombre de ses points de ramification ; 
Hi , n,, ..., Up les nombres respectifs des nappes que ces p 
points réunissent, ou, en d'autres termes, leurs ordres respec- 
tifs de multiplicité. On demande de déterminer Tordre de 
connexion de la surface. 

Or, lorsqu'on a pratiqué sur une surface un système quel- 
conque de sections trans verses, on peut soumettre alors la 
surface à une déformation continue arbitraire, sans altérer en 
rien ni les liaisons, ni le nombre des sections, ni celui des 
contours, ni Tordre de connexion. Le résultat serait le même 
si Ton avait opéré la déformation avant de pratiquer les sections 
transverses. 

On peut donc supposer que Ton ait déformé, s'il était néces^ 
saire, la sphère à N nappes de telle manière que, parmi les 
P points de ramification, il ne s'en trouve pas deux qui soient 
placés Tun au-dessus de Tautre. 
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343. Coupons maintenant la sphère par deux sections, péné- 
trant chacune à travers toutes les nappes, et détachant de la 
sphère deux calottes A et B, qui ne renferment aucun point de 
ramification, tous ces points ét.mt compris dans, la zone 
moyenne C. Coupons maintenant celle-ci, au moyen de o sec- 
tions, pénétrant également à travers toutes les nappes, en 
p segments, dont chacun renferme un des p points de ramifi- 
cation. 

Les deux calottes formeront chacune iV portions détachées, 
soit ensemble 2 iV portions. 

Une portion de zone, qui renferme un point de ramification 
réunissant n nappes, se composera de iV — n-4- 1 parties déta- 
chées, savoir : celle qui contient le point de ramification et qui 
est formée de n nappes, plus les N — n aufl*es, formées chacune 
d'une seule nappe. 

Donc le nombre des portions détachées dont se composera 
le système après l'introduction des sections sera 

2JV-h(iV— n, H- 1)+ (AT- »,+ !) + . .. + (Ar-.n^ 4-1) 
= (/>H-2)iV— (n,H-n, + ... 4-«p) + |o . 

314, Voyons maintenant combien nos p + 2 sections for- 
ment de sections transverses et de sections rentrantes. 

Les 2 sections circulaires qui pénètrent les N nappes forment 
2iV sections rentrantes sur elles-mêmes, dont une seule, celle 
qui correspond à l'ouverture infiniment petite pratiquée dans 
la surface (art. 294), est une section transverse. Les p autres 
sections forment Np sections transverses. Nous avons donc, en 
somme, iVp + 1 sections transverses et 2 AT + 1 sections ren- 
trantes. 

Ces dernières n'altèrent pas, comme nous le savons (art. 308), 
l'ordre de connexion de la surface. On peut donc n'avoir égard 
qu'aux Np + i sections transverses. Or nous savons (art. 306) 
que, si un système est décomposé, par t sections transverses, 
en V segments détachés, tous simplement connexes. Tordre de 
connexion du système est exprimé par t — v + 2. Donc l'ordre 
de connexion de la sphère multiple a pour valeur 

Np + 1— (/>-h2)iV+(ni4- n, 4- — h w^)~/3-f-2 

= 3— 2iV — p-f-2n , 

où In = Wj -h n, + • - + n^ . 

t7 
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Par suite, la sphère se changera en une aire simplement 
connexe au moyen de 

sections transverses. 

*'' 315. Exemples. I. Dans la sphère correspondante à la fonc- 
tion 

^ 1/(2:— fl)(z— 6) , 

on a iV = 2, f = 2, et comme les points a et 6 réunissent 

chacun les deux nappes, 2n = 2 + 2 = 4. Donc Tordre de 

connexion est 

(T = 34-4 — 4,2-2 = 1 . 

Cette sphère est donc une surface simplement connexe. 
Il en est de même de la surface correspondante à la fonction 



dont les deux points de ramification sont a et ce . 
II. Soit la sphère correspondante à la fonction 



y{z—a){z—b){z-c){z--d). " 
On a 

iV = 25 /i = 4, w, = «, = n8=:w^ = 2, 
d'où 

<r = 3 + (2 + 2 + 2 + 2) — 2.2 — 4 = 3 . 

La surface est donc triplement connexe. 
Il en est de même de la surface correspondante à la fonction 

\^{Z'-a){z—b){z—c) . 

IIL Soit, en général, la sphère correspondante à l'une des 
fonctions 

l/{z—c,}{z—c,) . . . U— O , 

i^iZ-'C,) (Z-'C,)... {z — c^^,,) . 

On a ici 

iV=2, |o = 2m, n, = n,= ••• = w^=2 , 
d'où In z=: 4m , 

g =1= 3 + 4m — 2.2 — 2m = 2w — 1 = /) — 1 . 
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Ainsi, le degré du polynôme sous le radical étant 2m ou 

2m — i , on a p ==:= 2m , et l'ordre de connexion de la surface 

est 

P — 1 = 2m — i . 



lin. 

Réduction à une surface simplement connexe de la spJière correspondante à la 

foncHon 



316. Considérons d'abord la sphère correspondante à là 
fonction 

On commencera par pratiquer dans l'une des nappes (art. 294) 
une section rentrante infiniment petite. En dilatant l'ouverture, 
et déformant la nappe jusqu'à la ligne de passage c^ c^ , on en 
formera une surface tangente à la sphère suivant cette ligne de 
passage, et on pourra contracter cette surface de manière que 
son contour vienne passer par les points c^ et c^ . Il restera 
alors, en dehors de la sphère, deux bandes qui se croisent sui- 
vant Cl Cj , et les fils de leur tissu se prolongent sur la sphère. 
En raccourcissant ces fils par une nouvelle déformation conti- 
nue, on décroisera les deux bandes, et à la place de la ligne de 
passage, on aura une ouverture qui déterminera le contour 
unique de la surface. Enfin, par une dernière déformation con- 
tinue, on transformera cette surface en un plan à contour 
unique. 

On opérerait de la même manière pour la sphère correspon- 
dante à la fonction Vz—Ci , en remplaçant le point c^ par le 
point 00 . 

317. Avant de passer à un cas plus général, faisons une 
remarque qui nous sera très utile dans la suite pour la clarté 
de l'exposition. 

Lorsqu'on pratiquera une section transverse ou rentrante 
dans une surface, on considérera cette section comme produite 
par ua mouvement dirigé dans un certain sens, et que l'on 
pourra assimiler à un courant. Ce courant a une droite et une 
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gauche, et chacune de ses deux rives doit faire partie du nou- 
veau contour de la surface, les deux pives étant regardées 
désormais comme n'ayant plus entre elles aucune communica- 
tion immédiate. 

Considérons, par exemple, le cas le plus simple, celui d'une 
section transverse pratiquée dans une aire à deux contours. 
Supposons que le courant de la section 
marche de A vers B (fig. 54), et que I'qh 
parcoure le nouveau contour unique de 
l'aire dans' le sens pOiiVf/ (art. 123) indiqué 
par les flèches. En partant de A, on choisit 
le sens positif du contour de manière que 
Taire reste à la gauche de l'observateur. 
C'est donc la rive gauche de la section 
qui sera parcourue dans le sens positif. Au contraire, la rive 
droite sera parcourue dans le sens négatif. Si l'on faisait mar- 
cher le courant de B vers A, et que l'on commençât à parcourir 
le contour dans ce même sens, les dénominations des deux 
rives s'échangera inet entre elles, en même temps que le sens 
du parcours changerait, et l'on ^arriverait au même résultat. 
Donc, lorsqu'on parcourt le contour unique de l'aire dans le 
sens positif, la rive gauche de chaque section transverse est 
parcourue dans le sens du courant, et la rive droite en sens 
contraire du courant. 

Il est facile de se convaincre de la généralité de cette remar- 
que dans le cas d'une aire quelconque. 

318. Considérons maintenant la surface sphérique corres- 
pondante à la fonction 



l^(Z — C,)(Z — C,)(3 — C,)(Z — Cj . 

Elle est à 2 nappes, et présente 2 lignes de passage c^c, , CfC^ 
(fig. 55). Pratiquons d'abord sur la nappe inférieure, par exem- 
ple, une ouverture infiniment petite m , et des hords de cette 
ouverture faisons partir une section transverse qui rencontre 
les deux lignes de passage, et dont une portion, indiquée par 
des traits pleins, se trouve sur la nappe supérieure, tandis que 
l'autre portion, indiquée par des traits interrompus, est sur ta 
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nappe inférieure. Il s'ensuit de là qu'aucune des deux nappés 
n'est morcelée. 

Les deux bords de la section étant sans communication 
entre eux, traçons, pour les faire communiquer, une seconde 
section transverse partant d'un point a, par exemple, de la 
rive gauche de la portion de la première section située sur la 
nappe supérieure, s'avançant sur cette nappe de manière à 
entourer les deux points de ramification c^ et c, , et revenant 
aboutir au point i situé en face de a sur l'autre rive de la 
section aw. 

F*fir-^- Les bords de ces 

deux sections forme- 
ront maintenant un 
contour non inter- 
rompu abcdefghija 
Il qui , parcouru dans 
le sens indiqué par 
les lettres, entoure 
complètement l'aire 
totale des deux nap- 
pes de la sphère, en 
laissant cette aire 
sur la gauche. Donc, à l'aide des deux sections transverses, on 
a changé la sphère en une aire simplement connexe. 

Cette aire peut être changée, par déformation continue, en une 
aire plane à un seul contour. Imaginons, en efTet, que l'on joigne 
deux à deux tous les points du contou^de l'aire courbe par des 
fils dont l'ensemble recouvre toute l'aire, et que l'on charge 
ces fils des cotes des divers points de l'aire, ainsi que des 
valeurs correspondantes de la fonction. On étendra d'abord le 
contour de l'aire sur un plan ; puis on tendra, entre les divers 
couples de points où aboutissaient les fils du tissu de l'aire 
courbe, des fils rectilignes, qui pourront être considérés comme 
les fils curvilignes allongés ou raccourcis. Les valeurs dont les 
fils curvilignes étaient chargées viendront ainsi se distribuer 
sur le plan d'une manière continue, et la fonction sera alors 
distribuée sur une aire plane à contour unique, celle-ci pouvant, 
à son tour, se transformer en une sphère simple. 
Remarquons que, dans le développement du contour sur un 
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plan, les points situés en face l'un de l'autre sur les deux rives 
d'une section transverse correspondaient à un même point, où 
le fil, qui formait le tissu primitif de la sphère multiple, a été 
coupé, et par suite portaient la même valeur de la fonction. 
Mais après le développement ces points se trouveront séparés, 
sur le contour plan, par dos distances finies. 
Si l'on donnait la fonction 



y{z-c,]{z-c,)(z-c.), 

on opérerait de la même manière, en remplaçant le point c^ 
par le point oo , 

319. Soit enfin la fonction 

^/(2_C,}(2-y,l(^-C.)(S-y,).■.(^-C„){Z-y.), 

à laquelle correspond une sphère à 2 nappes, ayant n lignes 

de passage c,;-, , c.y, ,..., c^y„ {fig. 56). 
De l'ouverture infiniment petite m, pratiquée sur la nappe 

inférieure, je fais partir une section transverse, qui rencontre 
^'ï'"*' les deux lignes de passage c,^, 

et c^y», ou, pour fixer les idées, 
Cjy^, en supposant Ji = 4, ce 
qui n'altère en rien la généra- 
lité de la méthode. Puis je 
mets ses deux bords en com- 
munication par une seconde 
section transverse a 1 1. Je trace 
maintenant des sections ren- 
trantes a'b'c' , a"b°c° , tra- 
versant toutes la ligne de pas- 
sage c^y^ , et- respectivement la 
première la ligne de passage 
c.y,, la seconde la ligne de 
passàgeCi^,; puis, des sections 
transverses a'I'i' , a'I'i". 
mettant en communication les 
deux bords de chaque section 
rentrante, et entourant respec- 
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tivement les lignes de passage c,y, , c^y^. Enfin je mets en 
communication les diverses sections transverses deux à deux 
par les sections trans verses /fe' ,j'k\ 

On peut alors parcourir le contour unique abcdefghijk' a' 
1/ c' d' e' p g' h' i'j' k' a' y c" d" eT g" h' i' l' m' n' V m' nla.en 
laissant successivement à sa gauche toutes les portions de la 
sphère multiple. 

On a mené 1° une section transverse (ùgab(ù; 2"* les 3 ou 
(n—i) sections transverses ali , a' l' i' , a" fi" ; 3" les 2 ou 
(^fi — 2) sections transverses jk' ,fk"; soit en tout 6, ou en 
général 

! + (»— l)-t-(n— 2)i=2» — 2 

sections transverses, pour transformer la sphère en une aire à 
contour unique. L'aire était donc-septuplement connexe (ou, en 
général, connexe d'ordre 2 n — 1), comme nous l'avions an- 
noncé (art. 316, III). 

Pour transformer Taire ainsi obtenue en aire plane, dévelop- 
pons d'abord sur un plan les contours formés par chaque 
section rentrante et par la section transverse qui met ses deux 

bords en communication. Nous 
aurons ainsi la fig. 57, où nous 
avons marqué d'un trait plus 
y fort les portions de contour 
provenant du développement 
des rives gauches des sections 
transverses ou rentrantes. 

On voit d'après cela, d'un 
coup d'œil, quelles sont les 
parties de la sphère qui, après 
la déformation continue , de- 
viendront adjacentes à telle ou 
telle partie du contour fermé. 
,^/v On pourra ensuite, par une 
nouvelle déformation conti- 
nue, donner à l'aire plane telle 
forme que l'on voudra* 



Fis. 57. 
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I IV. 

Intégrale d'une différentielle uniforme et continue sur une portion donnée 

de la sphère de Riemann, 

320. Soient F et f deux fonctions de z uniformes et conti- 
nues sur la portion 1 de la sphère de Riemann. Partageons 
cette portion 2 en aires partielles 2^, 2,, ... , dont chacune 
soit terminée par un contour unique, et ne renferme, au plus, 
qu'un seul point de ramification. Considérons une quelconque 
2j de ces aires partielles, et supposons que, par déformation 
continue, on l'ait changée dans Taire plane 2li . Si les fonctions 
F, f de z deviennent les fonctions , (p de Ç (art. 285), on 
aura (art. 148) 

Comme les valeurs correspondantes de $ et de 9 sur le contour 
de-^li sont respectivement les mêmes que celles de F et de f 
sur le contour de 2i , on aura donc 



X 



Fdf=0, 

2, 

et de même pour toutes les autres parties de 2 . 

En ajoutant toutes ces intégrales, et remarquant que les 
parties d'intégrales correspondantes à une limite commune de 
deux portions se détruisent, on en conclura, pour l'intégrale 
prise le long du contour de l'aire totale 2 , 

\Fdf^ r+ /+... = 0. 

Ce théorème aurait encore lieu, lors même que les fonctions 
F et fne seraient pas toujours continues, pourvu que le pro- 
duit F. 4^ le fût. 
dz 

321. Considérons maintenant l'intégrale 



Jzo 



'm, 

^0 



prise le long d'un chemin tracé dans l'intérieur de l'aire 2. Oq 
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verrait, comme dans l'art. 133, que cette intégrale varie d'une 
manière continue avec la valeur de l'une ou de l'autre de ses 
limites. 

Si, de plus, on va du point z,^ au point z par deux chemins 
différents, dont l'ensemble forme le contour d'une aire simple- 
ment connexe, il résulte de l'article précédent que les inté- 
grales prises le long de ces deux chemins auront la même 
valeur. 

Ce cas aura lieu, quels que soient les points z^ et z de l'inté- 
rieur ou du contour de 2, si cette aire est elle-même simplement 
connexe, comme il est aisé de s'en assurer, en commençant 
par transformer cette aire en une aire plane à un seul contour. 

Donc , si f -r^ est une fonction uniforme et continue dans 
dz 

l'étendue d'une aire simplement connexe 2, l'intégrale / Fdf, 

prise le long d'un chemin quelconque tracé à l'intérieur de 
cette aire, sera une fonction uniforme et continue de chacune 
de ses deux limites. 

Si donc on désigne par ù{z) l'intégrale / Fdf^ prise, à 

partir de l'origine constante c, suivant un chemin quelconque 
tracé à l'intérieur de l'aire simplement connexe 2, on aura 
Zo et Z étant deux points quelconques de cette aire, 



j. 



Fdf=Q{Z)-'Ù[z,). 



322. Prenons maintenant pour champ de variation la sphère 
à connexion multiple S , et désignons par W {z) la valeur de 

l'intégrale / Fdf, prise le long d'un chemin tracé d'une ma- 
nière quelconque sur cette sphère. 
D'autre part , nous désignerons par Q (z) la valeur de la 

même intégrale / Fd/*, prise entre les mêmes limites c et 2j , 

Je ' 

mais le long d'un chemin quelconque, tracé entre ces deux 
points, à l'intérieur de l'aire simplement connexe 2, dans la- 
quelle se transforme la sphère S au moyen d'un système con- 
venable de sections transverses, 
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Le chemin le longiiuquel a été prise l'intégrale W (z) sur la 
sphère S , étant supposé quelconque, peut Iravci'si'r les sections 
transvcrscs /, , l, ,..., qui servent h transformer S en 2. Au 
contraire, les bords de ces sections transverses faisant partie 
ilu contour de 2, le chemin de l'intégrale Q (2), tracé à l'inté- 
iieurde2, est nécessairement assujetti à ne pas rencontrer 
les sections transverses, 

MS. Étuilions les valeurs que prerid iî (z) sur les bords du 
réseau formé par les sections transverses t, , (, ,..., en consi- 
dérant comme des sections distinctes les portlous comprises 
entre deux points de concours de ptusieui-s sections, ou, si l'on 
veut, entre deux nœuds du réseau. 

Soient gg' et dd' {fig. 58) la rive gauche et la rive droite de- 
Fis.RR. la portion de section /. La difTérentielle Fd( 

étant uniforme et continue, non-seulement, 
sur 2, mais encore sur S, la valeur de cette 
différentielle sera la même en deux points oi>- 
posés quelconques pris sur les deux rives de /. 
Si donc jf et d , 3' et à' sont deux couples quel- 
conques de points opposés, l'intégrale 1 Fd{, 

prise Ic.long de la rive gauche, sera égale à l'intégrale I Fd(, 

prise le long de la rive droite. On aura donc, chacune de ces 
intégrales pouvant être considérée comme prise sur le contour 
de 2, 

d'où l'on tire 

Doue la difTércncc Q. (g) — û.{d) entre' les valeurs que prend 
l'intégrale Ù (2) en deux points opposés des bords d'une section 
transverse, est constante tout le long de cette section. 

Nous appellerons provisoirement module de la section trans- 
verse i cette différence constante, égale à l'accroissement que 
prend la valeur de Q. (z) en passant de la rive droite au point 
opposé de la rive gauche, et nous la désignerons par la lettre T. 
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■324. Considérons maintenant un nœud, où concourent plu- 
^"'■^®- sieurs sections trans verses, que nous 

supposerons au nombre de 3, pour 
fixer les idées. 

Soient a, /S, y {fig 59) les points si- 
tués aux sommets des trois angles des . 
bords qui concourent au point de jonc- 
tion des sections. Ces trois points, 
pris deux à deux, étant des points op- 
posés des deux rives de chaque sec- 
tion, les modules des tiois sections seront 

ï-.^liW-flfy), 

Ces égalités donnent identiquement 

r, = r, -H ïv 

Donc le module de la section transverse qui marche vers le 
nœud est égal à la somme des modules des sections qui s'en 
éloignent. 

Il s'ensuit de là, en général, que, si l'on prend positivement 
les modules des sections transverses qui se dirigent vers le 
nœud, et négativement ceux des sections qui s'éloignent du nœud, 
la somme algébrique des modules de toutes les sections qui 
concourent en un même point sera nulle. 

325. Cela posé, si l'on fait partir l'intégrale W (î), comme 
l'intégrale Q (z), du point c pour arriver au point 2, le chemin 
de W{z) pourra traverser différentes sections transverses 
t, , I, ,..., en passant soit de la rive droite à la rive gauche, 
soit de la rive gauche à la rive droite. Dans le premier cas, la 
valeur de W (z) s'accroîtra brusquement du module T de la 
section traversée; dans le second cas, elle diminuera de la 
même quantité. 

Si donc le chemin de W (z), pour aller de c en z, traverse 
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chaque section <« , y,» fois en passant de la rive droite à la rive 
gauche et S^ fois en passant de la rive gauche à la rive droite, 
on aura évidemment 



w{z) = û (z) + (7. - ô,) r. -4- (7.-5,) n + 



• ••'» 



puisque Q (z) est ce que deviendrait W (z) si le chemin ne 
rencontrait aucune section transverse. 
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CHAPITRE IV. 

APPLICATION DES PRINCIPES PRÉCÉDENTS A LA THÉORIE DES FONCTIONS 

ELLIPTIQUES. 

11". 

Propriétés fondamentales des fonctions z d*un seul argument. 

326. Soit X une quantité quelconque, réelle ou complexe, 
mais dont la partie réelle soit positive. La série 



1 -h2ô^'' + 2tf-*''H-2^-"'H-...=: 2 



X 



e 



-n* 



sera convergente pour toute valeur de x satisfaisant à cette 
condition. 

Il en sera encore de même, si Ton ajoute aux exposants 
— n'x les multiples correspondants 3^nz d'une quantité com- 
plexe quelconque 2z, c'est-à-dire que la série 

est toujours convergente et a toujours une valeur finie. 

327. La série (1) ne change pas de valeur, lorsqu'on y rem- 
place n par — n , ce qui revient à changer z en — z.OndL amsi 
la première propriété fondamentale de la fonction & , exprimée 
par la formule 

m 5(z,x) = 3(-:2:,x). 

328. Si l'on change z enz + nij chaque terme de la série 
est multiplié par ô*"^' =1. Donc, quel que soit le nombre en- 
tier ft , on a 

[II] 5(Z-hA:7rt,x)=r5(Z,x). 
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329. Si l'on change z en z t-jx, j étant un nombre entier 
quelconque, on aura 

» = 4-oo 



5(2:-f-yx,x)= 21 ^ 



« = 4-oe 



= 2 



-(»i_y)'m-i*z + j(n-yj X + î> « 



n=— 00 









A 


n_4-oe 




A 








= 


i x-»-îi» 


2 

tt— — oc 


.-'"■ 


-j) X4-Ï(n. 


-»* 


c'est- 


■à-dire 








• 






[III] 


^{z-hjy. 


,-y= 




'.5(2, 


x). 







En combinant cette formule avec la précédente, il vient 

330. Cherchons les valeurs de z pour lesquelles 2- {z , /.) s'é- 
vanouit. On peut écrire, en changeant n en — n — v, 

-s -(n4-V)'-8(n4-V)s 



^{^'y^^= 2 ^ 



« = — 00 



ou, en prenant la demi-somme de cette équation et de Téqua- 
tion (1), 

» = — 00 \ / 

Cette expression s'évanouira, chaque ternie s'évanouissant, si 
la différence des exposants des deux termes de la parenthèse 
est, quel que soit n, un multiple impair de ttî, c'est-à-dire si 
l'on a 

— n'xH-2n;2 = — '(/n-v)*x— 2(n+. v);2: + (2A-^ l)7ri, 

ou 

(2w4- v) (2^4- vx) = (2 A -H 1) 71 e , 
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h étant un entier. Si l'on pose 

g étant un autre entier, il viendra 

Le premier membre doit donc être un entier impair; ce qui a 
lieu, quel que soit n, si v et 3 sont deux membres impairs. 
Si l'on fait donc 

g=-•ip-+-^ , — v = 29-fi, 
on voit que l'on aura 

3(î,.)-0, 
en prenant 

(2) _ C2p + l).i+(2} + i). 

^'ï-™- Si Pon marque sur le plan 

des z les points représentés par 
la formule 



pour toutes les valeurs entières 
de m et de 11, en joignant ces 
points par des droites, on parta- 
gera le plan en parallélogram- 
mes, dont les centres, repré- 
sentés par la formule (2), seront 
les points pour lesquels la fonc- 
tion 3 (2,jt) s'évanouira. 

.?3t. On peut voir aisément que ces centres sont les seuls 
points du plan pour lesquels la fonction 5 s'évanouit. Il suffit de 
le démontrer pour les points de l'intérieur d'un seul parallélo- 
gramme, de celui, par exemple, qui a pour sommets les points 
, jtï ,x ,7ii-|-3c. Comme la fonction ^(2 , k) est uniforme et 
continue à l'intérieur de ce parallélogramme, le nombre des 
racines de l'équation 3(î , !--)^(* comprise dans cette aire (') 



(<} Si l'on voulait considérer un point pris sur le contour même du paral- 
lélogramme , on commencerait par déplacer ce contour parallèlement à 
lui-même, de manière ^ introduire ce point dans son intérieur. 
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1 

sera égal (n^ 203) au produit de ^— . par raccroissement de 

\og^(z , y) obtenu en faisant parcourir h z le contour entier 
du parallélogramme. Or on a, en désignant par 21 cette aire, 

dlog5(z,>0= / + / + / + 

H ^^ ^x «^TTl + x •^ni 

' d\OgB{Z,Y)'h f rfl0g3(2:4 z,x)4- / d I0g5(2:-h7rt,x) 
Jo Jv 



I dl0g5(z,x) 





*" ni 



ou, en vertu des formules [II] et [III], 

Donc l'indice intégral de l'aire 21, ou le nombre des racines de 
l'équation 5=:0 est égal à l'unité. 

On le démontrerait de même pour un autre parallélogramme 
quelconque. 



§11. 

Inversion de Vintégrale elliptique. 

832. Considérons l'intégrale 



Jo l/srH — 



dz 



yz{i—z){i -rz) 



Si on la compare à l'expression /Fd/* de l'article 321, il est aisé 
de voir que l'on pourra toujours l'assimiler à cette expression, 
F e{ f étant deux fonctions finies et continues dans toute l'é- 
tendue de la sphère. 



V 
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En effet, le dénominateur 



R=:l/z{i^z){i—k^z) 



l 

ne s'annule qu'aux points z=0 , z^ \ , ^=71' Or on peut 

écrire l'intégrale sous la forme 



W= j 

■Jo 



yii—z){l — k'z) 



Jo 1/, 



K(i—!:«)(i— *«!:«) 

où la fonction /=2Kîj=2 Ç est finie et continue pour z=^i;,:=0. 
De même, en mettant l'intégrale sous les formes 



Jo ^/^(^_jî•«^) 
2 



.. ..dVi—k* 



•» k' ' 



Kz(l — 2) 

J 

on voit qu'aux points z=\ et ij=— , W peut se mettre sous 

la forme/Frf/*, F et /"étant des fonctions finies et continues. 

La fonction R ayant pour quatrième point de ramification le 
point 00 (art. 279 et 281), voyons si l'intégrale est encore en 

ce point de la {ovmer/Fdf. En changeant z en -7-, il vient 

z 






dz' 



i/z'(z'—l){z''-k*) 
2d|/? 



expression qui est bien de la forme en question pour z' =0 

ou z=oo . 

dz 
Donc la différentielle -r- doit être considérée comme finie et 

R 

continue en tout point de la sphère S, 

18 
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333. Si donc z se meut sur uni' portion simplement connexe 

quelconque de cette sphère, Tintégrale j-^ sera une fonction 

uniforme et continue de z. Pour pouvoir appliquer cette con-, 
clusion à l'intégrale dont nous nous occupons, il faut com- 
mencer par transformer la sphère en une aire simplement 
connexe. 
Entre les quatre points de ramification 

de la surface sphérique à deux nappes sur laquelle lu fonction R 

est uniforme et continue {^g. 61), menons les deux Hj^nes de 

passage c,c, , c,c,. 

'''•■û'- Des bords d'une ouverture 

infiniment petite w, pratiquée 
en un point quelconque de 
la nappe inférieure, menons 
une première section trans- 
verse i, , qui coupe les deux 
lignes (le passage. Mettons 
ensuite fen communication 
les deux bords de f, par une 
seconde section Iransverse 
i, , tracée sur la nappe supé- 
rieure, et entourant les deux 

points de ramification c,^^\ et c^^-r;- 

334. Si l'on trac«, surla nappe inférieure, les lignes do jonc- 
tion c^c^ , Cl c, , de manière qu'elles ne rencontrent aucune des 
deux sections transverses, ce qui est évidemment possible, ces 
deux lignes, jointes aux deux lignes de passage, circonscriront, 
sur la nappe inférieure, une aire 21, qui ne sera atteinte par , 



forme, finie et continue. Donc l'intégrale i-r-, prise le long 
d'une ligne quelconque tracée dans l'intérieur de ce quadrila- 
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tèpe 21, entre doux points quelconques, aura une valeur finie, 
qui ne dépendra que des deux points extrêmes. 

Prenons pour point de départ le point Co=0» ^t voyons 
quelles seront les valeurs de l'intégrale 






5 

R 



en prenant successivement pour z chacun des sommets du qua- 
drilatère 21. 

335. D'abord, pour z^^O, on aura évidemment 

i 

Pour 2j=c,=l , W prendra une valeur finie, que nous dési- 
gnerons par 

1 

Pour i2^=C5= — la valeur de W sera 

fc 

_L JL 

^ Jq R Ji R J\ R 

Si Ton pose maintenant 

dz' 



-X 



Vz'{\.—z'){{-k*z') 



il vient 



X 



i. 



Donc 



Enfin, pour 2=c,=oo , 

TV- r^ rii râi 
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i 

or, en faisant Ç = 7r- , on a 

Donc 

336. Si, entre deux couples quelconques do points super- 
posés, on trace sur les deux nappes de la sphère deux courbes 
superposées G, G', les valeurs de z et de dz étant les mêmes 
aux points correspondants de ces deux courbes, tandis que les 
valeurs de jR sont égales et de signe contraire, les éléments de 

'intégrale / -0- seront égaux et de signe contraire pour les 

deux courbes. Donc les intégrales 



1 



fil ^ r dz 
Je R Je R 



sont égales et de signe contraire. 

337. Soient maintenant T, , î', les modules (art. 324) des 
deux sections transverses f^ , ^^. Exprimons ces modules au 
moyen des valeurs W^ , W^ , W, , W, . 

Pour cela, traçons sur la nappe supérieure deux lignes super- 
posées aux lignes de jonction c^c^ , c^c, , et désignons-les par 
c^c^ , CjC,. On aura 

Or, la ligne c^c^ ne traversant aucune section, on a 

Donc le module T, de la section /, a pour valeur 

T,=2K. 

On arriverait au même résultat, en comparant les intégrales 

J(c,c,)et J(c^). 
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Joignons actuellement c^ et Cj, 1® par la courbe c^c, tracée 
sur la nappe inférieure et ne rencontrant aucune section, ce 
qui donne 

2"^ par la courbe superposée c^^c^ , tracée sur la nappe supérieure, 
' et traversant une fois chacune des deux sections t^ , «,, de gau- 
che à droite. On a alors 

d'où 
338. Posons maintenant, pour plus de simplicité, 






iv:==.-^^W , p^--,K' . 



Les valeurs de la nouvelle intégrale w aux quatre sommets du 
quadrilatère 21 seront alors 



1t TT 

cl les modules des deux sections, relatifs à l'intégrale tt', seront 

TT , VT _. 

^'~2^ ~^* 5 ^'«'^â^ -'^^* 

339. Soit 0) ce que devient l'intégrale w^ lorsqu'on la prend 
le long d'un chemin tracé à l'intérieur de Taire simplement 
connexe 2. Cette fonction co étant uniforme et continue dans 
toute l'étendue de 2, si l'on pose 

w = 'j H- i y , 

l'intégrale | ydu , prise le long du lonlour de 2, dans le sens 

positif, aura une valeur négative, comme on le démontrerait 
en suivant le même raisonnement que dans l'art. 137. 

Pour parcourir ce contour, partons du point de croisement 
des deux sections /^ , <, . En suivant d'abord la rive gauche 
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de t^ , jusqu'à ce que Ton revienne au menae point, on aura 
passé de la droite à la gauche de t^ . Si l'on distingue par les 
mà'ices g jd les valeurs des quantités, selon qu'elles sont rela- 
tives à la. rive gauche ou à la rive droite d'une section trans- 
versc, la partie de l'intégrale J ydj relative au parcours que 
l'on tient de suivre sera 



f.. 



i^gdVg 



En suivant maintenant la rive gauche de t^ jusqu'au retour 
au point de croisement, on aura passé de la rive gauche à la 
rive droite de Z^, et l'intégrale obtenue sera 



( 



^gdVg . 



'2 

On parcourra ensuite la rive droite de t^ , en remontant le 
courant de la section, ce qui donnera l'intégrale (art. 318) 






et enfin la rive droite de t^ , en remontant encore le courant, 
d'où l'intégrale 

— / ^dd\Jd . 

Mais, d'après ce qu'on a vu (art. 324), v^ et j^ ne diffèrent que 
par une constante. Donc dy^ = du^, et par suite la valeur totale 
de l'intégrale sera 

/ {>^g->^d)dyj + / {^g'->^a)dv . 

: Or les quantités y^—y^ qui entrent dans ces deux intégrales 
sont les coefficients de i dans les valeurs des modules -, , t^ des 
deux sections. On a donc, en posant ^c = -7 H- i-, 
pour la section l^ , i^g — ^4= — 2(t , 
et pour la section t^ , y^ — ^^=0 . 

La valeur totale de / ^dj se réduit donc à 

— 2ff I d\j . 

Mais / du est la différence des valeurs de *j , en passant de la 
rive droite à la rive gauche de t^ , c'est-à-dire j -^j^r^la partie 
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"réelle tz du module t^ . Dcync enfin l'intégrale / ydu a pour va- 

leur — 2r.(T , et par suite cette valeur devant être négative, il 
faut que îa partie réelle d de p soit positive. 

340. Considérons maintenant l'exponentielle 

a et 6 étant des constantes quelconques. Cette exponentielle 
sera, comme cù, une fonction uniforme et continue dans re- 
tendue de 2. , 

Si l'on prend le rapport des valeurs de y, en deux points op- 
posés sur les deux rives de <j , on aura 

De même, en prenant deux points opposés sur le& deux rives 
de ^2, on trouvera ♦ 

341. Posons maintenant 

et faisons la somme des valeurs de r, correspondantes à toutes 
les valeurs entières de n , depuis — oc à +00 . La série ainsi 
-obtenue 






n=— 00 



est celle dont nous avons étudié les propriétés au § précédent, 
et elle jouit, par conséquent, des propriétés exprimées par les 
équations 

34^. Soit, pour abréger, 
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a étant une constante quelconque. On a, en considérant la sec- 
tion ^i, 

OU, à cause de ù) — w^= — Sirpt , 






Donc 



(«.) 










• 


On 


a 


de 


niénje, 


sur les deux rives 


de <, , 


(0 













-d 



343. La fonction 5 n'étant infinie en aucun point de 2, puis- 
que l'argument <ù est fini en tout point de cette aire (art. 332), 
tous ses indices sont positifs. Soient m, , m^ ,... ces indices, 
entiers et positifs. On a (art. 292) 



(1^ 

2 '^ 



= -f 



Or on a (art. 318) 



D'ailleurs la formule (//) de l'article précédent donne, pour la 
première intégrale, 

H ^g et Jfl 






â ^ --'--y^ 



et la formule (f j donne, pour la seconde intégrale, 

Donc 

J*d3 r 

— = ii cLxg = ^ir, = ^ri . 

Par conséquent 

w, -f Wj-i- ••• = 1 . 

Puisque m^ , m^ ,... ne peuvent être que des nombres entiers 
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positifs OU nuls, il s'ensuit de là qu'un seul d'entre eux est 
différent de zéro, et égal à l'unité. Donc 5 a un seul zéro du 
premier ordre. 

344. Soient a , a\b des constantes quelconques, et faisons, 
pour abréger, 

5,3-', Y. étant des fonctions uniformes et continues de z dans 
l'étendue de 2 , il en sera de même de la fonction 



> 



=(^y 



Pour la valeur de^z^ qui correspond au zéro de S* , X sera infi- 
niment petit d'ordre -h 2 ; pour le zéro de S-' , X sera d'ordre 
— 2 ; pour tout autre point de 2 , X sera d'ordre 0. 

Oji a maintenant 

^ =(-)■• (-)'•&')"■• 

>d Va/ \^d/ \^ d/ 
Puis on a, relativement : 

I >îd 
à la section f. , I^=.e~ '/'■^'<"»-">' 






et à la section <, , \ ~r ^ zr — ^ 9 

^a ibrv 



345. Déterminons a ,a' , 6 de manière que les exponentielles 
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qui expriment les deux valeurs de -^ pour les deux sections^ se 
réduisent à Tunité. Pour cela, il faut prendre d'abord . ; 

y étant entier; puis, a étant un autre pnticr, 



d'où 



a — a'=— tt-— v^/ . 



Dans cette hypothèse, À ne changera pas de valeur en tra- 
versaDt l'une ou l'autre des sections traiisverses , et par siiite 
cette fonction sera ûniforme'et continue, non-seulement dans 
rintçrieur de 2 , mais encore suivant un chemin quelconque 
tracé sur S. 

En remplaçant 6 et a' par les valeurs v« et a+ ^ + v6t , 

l'expression de la fonction uniforme et continue \ deviendra 

e ' 5(ek) — a) 



r e ' 5((k) — g) -i' 



346. Déterminons actuellement les valeurs qu'il faut donner 
à la constante a pour que 3-(tô — a) s'annule successivement ;en 
chacun des sommets du quadrilatère ^ . 

!• En c^ , pourij=0 ,<o=0 , il faut que Ton ait S- ( — a)--0, 
d'où (art. 331) 



TT 



_a=— + pî 



5(.i-rt)=:5(« + -|-4-/'.0 . 



2^ En Cj , pour 2^=00 , o) = 7r — pi , ^ (to —a) s'évanouit pour 

TT TT 

TT— p/ ~a=:-^ + ;>i , d'où «==ô- — 2/sl, 

5 ('Ai a)=:i|r (w — — - 4- 2/5e) . 

, -■ , 2 - ■ 
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5 (w — a) = ^ (w + /=>0 • 
4° En c, , pour 2J = -7;7 , ^=-^—,0*' .^•((d — a)=-0 pour 

K ml 

n . TV . ^ 

. 3 (w — «) = ^ (w) . 

347. Introduisons maintenant les valeurs de a que nous ve- 
nons de déterminer. 
En prenant la première 



TT 



a=---f,t 



5 



et faisant, pour plus de simplicité, 
il vient 






valeur qui s'évanouit pour <ù^=0. Or c^ est un point de ramifi- 
cation réunissant deux nappes. Donc, en posant 2^ = Ç* , / sera 

autour de ce point, comme [S" (o) + ~ + fi)] , infiniment pe- 
tit du second ordre par rapport à 5 (art. 290), et par suite du 
premier ordre par rapport à z. Gomme la fonction X est uni- 
forme et continue, et qu'elle est de Tordre +2 pour Ç=0 , et 
de Tordre — 2 pour Ç = oo , ce qui donne 






f .-0=0, 



cette fonction est donp (art. 185) de la forme 

^.' X Gonslanle , on z X constante. 
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Donc on a 
Pour déterminer /i„ , faisons successivement 



^ = Ao ) e 






--=!, d'où .=- , t-ft pc^+^o ^n* 

puis 

et, comme on a 

on trouve, par multiplication. 



d'où 






n 



[I] ^=^T« 

a: 



1 ...-fp^+ï+'fl) 



w -4- —"^ ) 



348. Prenons maintenant 

d'où ^(o) — a) = Opour 1 — 2j = 0. En faisant 
il vient 

On verrait, comme dans le cas précédent, que À est propor- 
tionnel à Ç'=;l — z, ce qui donne 

l-z==h,\it±PAe""\\ 
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Pour calculer h^ , faisons successivement 
z-^0, d'où .> = 0, i==A, -^^ 

on en lire, par multiplication, à cause deâ{fA) = ^{i: — pi) , 

k'^ to k' -p 

.— z=h.^e ' , d'où A. -= -7- ^ *^ , 
A:» A: 



c. 



349. Soit enfin 
d'où 5(w — a)=0 pour 1 — k*z = (). En faisant 

il vient 






et Ton en conclura 

^ (0) \ * 



1 — .A;«;î = Aj> = A, 



Hi) 



/./ir ■' 



. .. ..^©l- 



pouri = l, «=j, A'« = ft. ^^ 
On en tire, par multiplication, ft, = A' , d'où 
[111] 1 -*•« = *' I '-^ 
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350. Dans ces trois expressions, de 2^ , 1 — z , 1 — ICz , on 
peut substituer aux valeurs de l'intégrale w , prise à l'intérieur 
de 2, les valeurs w de la même intégrale, prise le long d'un 
chemin quelconque tracé sur la sphère S. 

En effet, ces trois expressions sont des cas particuliers de la 
fonction \ , que nous avons déterminée de telle façon que les 
modules des deux sections ^, , i^ , relatifs à cette fonction, soient 
nuls. Donc ces expressions n'éprouvent aucun changement, 
lorsque w traverse l'une ou Tautre des sections Z, , <, , et, par 
suite, on peut indifféremment faire mouvoir l'argument soit 
sur l'aire 2, où il est uniforme et continu, soit sur la sphère S, 
où il éprouve des changements brusques de valeur. 

Nous aurons donc, au lieu des formules [I], [II], [III], les 
formules suivantes : 



I ...-,f^^^\-^_^\ 



1' 



^0*' + ¥) 



K itoi-p (â(w-h pi)Y 



i^k^z = Te' 






^{to + ~) 



351. Pour tirer de là maintenant les formules des fonctions 
elliptiques sous. la forme habituelle, posons 

e ^ =z g . 

En écrivant alors , conformément à l'usage , S-j (w) au lieu dq 
S- (w), on a 

' n=— oc n = l 

n n 3 n w I 



^(«'+|-)=^(w)= 2 (^*)V« 



n=z—oc 

= 1 4- 2 V (— 1)V CCS inw 



nt=zi 
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«= + 00 . 1 X « 



«=: — 00 

11 = 00 



^2t 2 (_l)"^Gn) sin(2n4-l)ir , 



«=o 

n=+ 00 






n=:— 00 
n=oo ^ js « 



= 2 y ç^""^ ''^ cos (2 M + i) tt' . 
«=o 

On a alors les formules connues 

K;2=sinam lf=siDam — w — —zl ^, . 



< > 



^/l— jjr^rcosam ^irzcosam 



5 (?/;) 
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